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Тема 1. Современные тенденции в области автоматизации и интеллектуализации имитационного моделирования

1.1. Понятие моделирования. Принципы системного подхода в моделировании систем

1. Определение и сущность моделирования

2. Понятие системного подхода 

3. Системный подход в моделировании

1. В научных исследованиях большую роль играют гипотезы, 
т. е. определенные предсказания, основывающиеся на небольшом количестве опытных данных, наблюдений, догадок. Современная научная гипотеза создается, как правило, по аналогии с проверен-ными на практике научными положениями. Быстрая полная проверка выдвигаемых гипотез может быть проведена в ходе специально поставленного эксперимента. 

Гипотезы и аналогии, отражающие реальный, объективно существующий мир, должны обладать наглядностью или сводиться к удобным для исследования логическим схемам. Такие логические схемы, упрощающие рассуждения и логические построения или позволяющие проводить эксперименты, уточняющие природу явлений, называются моделями. Другими словами, модель - это объект-заместитель объекта-оригинала, обеспечивающий изучение некоторых свойств оригинала.

Замещение одного объекта другим с целью получения информации о важнейших свойствах объекта-оригинала с помощью объекта-модели называется моделированием.

Таким образом, моделирование может быть определено как представление объекта моделью для получения информации об этом объекте путем проведения экспериментов с его моделью. Теория замещения одних объектов (оригиналов) другими объектами (моделями) и исследования свойств объектов на их моделях называется теорией моделирования.

Если результаты моделирования подтверждаются и могут служить основой для прогнозирования процессов, протекающих в исследуемых объектах, то говорят, что модель адекватна объекту. При этом адекватность модели зависит от цели моделирования и принятых критериев.

2. В настоящее время при анализе и синтезе больших систем получил развитие системный подход. Системный подход предполагает последовательный переход от общего к частному, когда в основе рассмотрения лежит цель, причем исследуемый объект выделяется из окружающей среды.

Специалисты по проектированию и эксплуатации АСУ имеют дело с системами управления различных уровней, обладающими общим свойством - стремлением достичь некоторой цели. Эту особенность учтем в следующих определениях системы. Система S - целенаправленное множество взаимосвязанных элементов любой природы. Внешняя среда Е - множество существующих вне системы элементов любой природы, оказывающих влияние на систему или находящихся под ее воздействием. В зависимости от цели исследования могут рассматриваться разные соотношения между самим объектом S и внешней средой Е. 

Таким образом, в зависимости от уровня, на котором находится наблюдатель, объект исследования может выделяться по-разному и могут иметь место различные взаимодействия этого объекта с внешней средой 

3. При системном подходе к моделированию систем необходимо, прежде всего, четко определить цель моделирования. Поскольку невозможно полностью смоделировать реально функционирующую систему (систему-оригинал), создается модель под поставленную проблему. 

Таким образом, применительно к вопросам моделирования цель возникает из требуемых задач моделирования, что позволяет подойти к выбору критерия и оценить, какие элементы войдут в создаваемую модель М. Поэтому необходимо иметь критерий отбора отдельных элементов в создаваемую модель.

Важным для системного подхода является определение структуры системы - совокупности связей между элементами системы, отражающих их взаимодействие. Правильное понимание взаимосвязей как внутри самой модели М, так и взаимодействия ее с внешней средой Е в значительной степени определяется тем, на каком уровне находится наблюдатель. Структура системы может изучаться извне с точки зрения состава отдельных подсистем и отношений между ними, а также изнутри, когда анализируются отдельные свойства, позволяющие системе достигать заданной цели, т.е. когда изучаются функции системы. В соответствии с этим выделяют два подхода к исследованию структуры системы и ее свойств: структурный и функциональный. 

При структурном подходе выявляются состав выделенных элементов системы S и связи между ними. Наиболее общее описание структуры - это топологическое описание, позволяющее определить в самых общих понятиях составные части системы и хорошо формализуемое на базе теории графов. 

При функциональном подходе рассматриваются отдельные функции, т.е. алгоритмы поведения системы, которые выполняет система. Под функцией понимается свойство, приводящее к достижению цели. Свойства могут быть выражены в виде некоторых характеристик элементов и подсистем, а также системы в целом.

На базе системного подхода может быть предложена и некоторая последовательность разработки моделей, когда выделяют две основные стадии проектирования: макропроектирование и микропроектирование.

На стадии макропроектирования на основе данных о реальной системе S и внешней среде Е строится модель внешней среды, выявляются ресурсы и ограничения для построения модели системы, выбирается модель системы и критерии, позволяющие оценить адекватность модели М реальной системе S. Затем на основе критерия эффективности функционирования системы выбирают оптимальную стратегию управления.

Стадия микропроектирования в значительной степени зависит от конкретного типа выбранной модели. Например, в случае имитационной модели необходимо обеспечить создание информаци-онного, математического, технического и программного обеспечения системы моделирования. На этой стадии можно установить основные характеристики созданной модели, оценить время работы с ней и затраты ресурсов для получения заданного качества соответствия модели процессу функционирования системы S. 

Вопросы для самоконтроля:

1. Какие подходы используются при описании моделей.

2. Какие этапы разработки моделей используются при систем-ном подходе.

3. Что такое адекватность модели.

4. В чем особенности применения системного подхода.

1.2. Классификация видов моделирования

1. Классификационные признаки

2. Виды моделирования

1. В качестве одного из первых признаков классификации видов моделирования можно выбрать степень полноты модели и разделить модели в соответствии с этим признаком на полные и приближенные. В основе полного моделирования лежит полное подобие, которое проявляется как во времени, так и в пространстве. В основе приближенного моделирования лежит приближенное подобие, при котором некоторые стороны функционирования реального объекта не моделируются совсем. 

В зависимости от характера изучаемых процессов в системе S все виды моделирования могут быть разделены на следующие классы.

Детерминированные и стохастические. Детерминированное моделирование отображает процессы, в которых предполагается отсутствие всяких случайных воздействий. Стохастическое моделирование отображает вероятностные процессы и события. В этом случае анализируется ряд реализаций случайного процесса и оцениваются средние характеристики, т. е. наборы однородных реализаций.

Статические и динамические. Статическое моделирование служит для описания поведения объекта в какой-либо момент времени. Динамическое моделирование отражает поведение объекта во времени.

Дискретные, непрерывные и дискретно-непрерывные. Дискрет-ное моделирование служит для описания процессов, которые предполагаются дискретными. Непрерывное моделирование позво-ляет отразить непрерывные процессы в системах. Дискретно-непре-рывное моделирование используется для случаев, когда хотят выделить наличие как дискретных, так и непрерывных процессов. 

В зависимости от формы представления объекта можно выделить мысленное и реальное моделирование. Мысленное моделирование может быть реализовано в виде символического и математического.

2. Символическое моделирование представляет собой искусственный процесс создания логического объекта, который замещает реальный и выражает основные свойства его отношений с помощью определенной системы знаков или символов. Если ввести условное обозначение отдельных понятий, т. е. знаки, а также определенные операции между этими знаками, то можно реализовать символическое моделирование и с помощью знаков отображать набор понятий - составлять отдельные цепочки из слов и предложений. Используя операции объединения, пересечения и дополнения теории множеств, можно в отдельных символах дать описание какого-то реального объекта.

Под математическим моделированием будем понимать процесс установления соответствия реальному объекту некоторого математического объекта, называемого математической моделью, и исследование этой модели, позволяющее получать характеристики рассматриваемого реального объекта. Вид математической модели зависит от природы реального объекта, от задач исследования объекта и требуемой точности и достоверности. Математическое моделирование можно разделить на аналитическое, имитационное и комбинированное.

Для аналитического моделирования характерно то, что процессы функционирования элементов системы записываются в виде некоторых функциональных соотношений (алгебраических, интегро-дифференциальных, конечно-разностных и т.п.) или логичес-ких условий. Аналитическая модель может быть исследована следую-щими методами:

1) аналитическим, когда стремятся получить в общем виде явные зависимости для искомых характеристик;

2) численным, когда, не умея решать уравнений в общем виде, стремятся получить числовые результаты при конкретных начальных данных;

3) качественным, когда, не имея решения в явном виде, можно найти некоторые свойства решения (например, оценить устойчивость решения).

Наиболее полное исследование процесса функционирования системы можно провести, если известны явные зависимости, связывающие искомые характеристики с начальными условиями, параметрами и переменными системы S. Однако такие зависимости удается получить только для сравнительно простых систем. При усложнении систем исследование их аналитическим методом наталкивается на значительные трудности, которые часто бывают непреодолимыми. Поэтому, желая использовать аналитический метод, в этом случае идут на существенное упрощение первоначальной модели, чтобы иметь возможность изучить хотя бы общие свойства системы. Такое исследование на упрощенной модели аналитическим методом помогает получить ориентировочные результаты для определения более точных оценок другими методами. Численный метод позволяет исследовать по сравнению с анали-тическим методом более широкий класс систем, но при этом полученные решения носят частный характер. Численный метод особенно эффективен при использовании компьютеров. В отдельных случаях исследователя системы могут удовлетворить и те выводы, которые можно сделать при использовании качественного метода анализа математической модели. Такие качественные методы широко используются, например, в теории автоматического управления для оценки эффективности различных вариантов систем.

При имитационном моделировании реализующий модель алгоритм воспроизводит процесс функционирования системы S во времени, причем имитируются элементарные явления, составляющие процесс, с сохранением их логической структуры и последова-тельности протекания во времени, что позволяет по исходным данным получить сведения о состояниях процесса в определенные моменты времени, дающие возможность оценить характеристики системы.

Основным преимуществом имитационного моделирования по сравнению с аналитическим является возможность решения более сложных задач. Имитационные модели позволяют достаточно просто учитывать такие факторы, как наличие дискретных и непрерывных элементов, нелинейные характеристики элементов системы, многочисленные случайные воздействия и др., которые часто создают трудности при аналитических исследованиях.

Комбинированное (аналитико-имитационное)  моделирование при анализе и синтезе систем позволяет объединить достоинства аналитического и имитационного моделирования. При построении комбинированных моделей проводится предварительная декомпо-зиция процесса функционирования объекта на составляющие подпроцессы, и для тех из них, где это, возможно, используются аналитические модели, а для остальных подпроцессов строятся имитационные модели. Такой комбинированный подход позволяет охватить качественно новые классы систем, которые не могут быть исследованы с использованием только аналитического и имитаци-онного моделирования в отдельности.

При реальном моделировании используется возможность исследования различных характеристик либо на реальном объекте целиком, либо на его части. Реальное моделирование является наиболее адекватным, но при этом его возможности с учетом особенностей реальных объектов ограничены.

Рассмотрим разновидности реального моделирования: произ-водственный эксперимент и комплексные испытания. Отличие эксперимента от реального протекания процесса заключается в том, что в нем могут появиться отдельные критические ситуации и определяться границы устойчивости процесса. В ходе эксперимента вводятся новые факторы и возмущающие воздействия в процессе функционирования объекта. 

В ходе комплексных испытаний вследствие повторения испытаний изделий выявляются общие закономерности о надежности этих изделий, о характеристиках качества и т. д. В этом случае моделирование осуществляется путем обработки и обобщения сведений, проходящих в группе однородных явлений. Наряду со специально организованными испытаниями возможна реализация натурного моделирования путем обобщения опыта, накопленного в ходе производственного процесса. Здесь на базе теории подобия обрабатывают статистический материал по производственному процессу и получают его обобщенные характеристики. 

Другим видом реального моделирования является физическое, отличающееся от натурного тем, что исследование проводится на установках, которые сохраняют природу явлений и обладают физическим подобием. В процессе физического моделирования задаются некоторые характеристики внешней среды и исследуется поведение либо реального объекта, либо его модели при заданных или создаваемых искусственно воздействиях внешней среды. Физическое моделирование может протекать в реальном и нереальном (псевдореальном) масштабах времени, а также может рассматриваться без учета времени. В последнем случае изучению подлежат так называемые «замороженные» процессы, которые фиксируются в некоторый момент времени.

Вопросы для самоконтроля:

1. К какому классификационному виду относится имитационное моделирование.

2. Какими методами могут исследоваться аналитические моде-ли.

3. В чем различие полных и приближенных моделей.

4. В чем отличие натурных экспериментов от производственных.

Тема 2. Концептуальные и математические основы моделирования систем

2.1. Основные подходы к построению математических моделей систем. Непрерывно-детерминированные модели 
(D-схемы)

1. Множества, характеризующие модель и функциональные отношения.

2. Виды математических схем.

3. Определение D-схем.

1. Математическую схему можно определить как  звено при переходе от содержательного к формальному описанию системы с учетом воздействия внешней среды. При использовании математических схем необходимо учитывать вопрос об адекватности выбранной схемы реальному объекту. При построении математичес-ких схем надо решить два вопроса:

1. Степень полноты модели. Полнота модели определяется выбором границы между системой и внешней средой.

2. Степень упрощения модели. Упрощение позволяет выделить основные свойства системы и отбросить второстепенные. 

Модель системы можно представить в виде множества величин, описывающих процесс функционирования реальной системы и образующих следующие подмножества: 

совокупность входных воздействий на систему

xi Є X, i=1-:-nX ;

совокупность воздействий внешней среды
vl Є V, l=1-:-nV ;
совокупность внутренних (собственных) параметров системы

hk Є H, k=1-:-nH ;

совокупность выходных характеристик системы

yj Є Y, j=1-:-nY .

В каждом подмножестве могут быть управляемые и неуправляемые переменные. В общем случае xi, vl, hk, yj являются элементами непересекающихся подмножеств и содержат как детерминированные, так и стохастические составляющие.
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 соответствующих множеств являются независимыми (экзогенными) и в векторной форме имеют вид 
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является зависимой (эндогенной) и в векторной форме имеет вид 
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Процесс функционирования системы описывается некоторым оператором Fs, который преобразует экзогенные переменные в эндогенные и может быть представлен следующими соотношением:
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(2.1)

Совокупность зависимостей выходных характеристик от времени называется выходной траекторией. Соотношение (2.1) называется законом функционирования системы. Оператор  Fs может быть задан в виде функции, функционала, логических условий, в алгоритмической или табличной форме или в виде словесного соответствия.

Соотношение (2.1) описывает поведение объекта во времени, т.е. отражает его динамические свойства, и поэтому модели такого вида называются динамическими. Для статических моделей соотношение (2.1) примет вид
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Описанные соотношения в ряде случаев могут быть получены через состояния системы. Состояние системы - это свойства системы в конкретные моменты времени. Состояния характеризуются векторами вида
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Если рассматривать процесс функционирования системы как последовательную смену состояний, то 
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 могут интерпретироваться как координаты точки в фазовом пространстве размерности nz. При этом каждой реализации процесса будет соответствовать некоторая фазовая траектория. Совокупность всех возможных состояний называется пространством состояний системы. 

Состояние системы в момент времени 
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зависит от начальных условий: 
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которые имели место за промежуток времени от t0 до t*. Эту зависимость можно представить в виде двух векторных уравнений 
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(2.3)
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Уравнение (2.3) определяет вектор-функцию состояния 
[image: image22.wmf])

(

t

z

r

, а соотношение (2.4) по полученному значению состояния определяет переменные на выходе системы 
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2. В общем случае время модели может рассматриваться не только как непрерывное, но и как дискретное, т.е. квантованное, на равные отрезки Δt.  В этом случае период моделирования Т=МΔt, 
где М - число интервалов дискретизации.

В соотношениях (2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5) учитываются детерми-нированные и стохастические параметры. Если стохастические пара-метры 
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отсутствуют, то модель называется детерминиро-ванной и определяется соотношением
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Таким образом, детерминированная модель является частным случаем стохастической. 

Приведенные соотношения (2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6) позволяют описать широкий класс систем, но на практике обычно используются типовые математические схемы.

Можно выделить следующие типовые подходы:

1. Непрерывно-детерминированный (например, дифференци-альные уравнения).

2. Дискретно-детерминированый (конечные автоматы).

3. Дискретно-стохастический (вероятностные автоматы).

4. Непрерывно-стохастический (системы массового обслужива-ния).

5. Сетевые модели (сети Петри).

6. Обобщенный подход (агрегативные системы).

3. Непрерывно-детерминированные модели (D-схемы). Особен-ности применения D-схем можно рассмотреть на примере исполь-зования в качестве математических моделей дифференциальных уравнений. Обычно в таких моделях в качестве независимых переменных служит время. В общем виде для D-схем математическое соотношение будет
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 – непрерывная вектор-функция. 

Так как математические схемы такого вида отражают поведение системы во времени, т.е. динамику системы, они называются D-схе-мы (от английского dynamic).

Пример 1. Пусть имеются две элементарные физические системы различной природы: маятник и колебательный контур. Схематическое изображение можно видеть на рисунке 2.1.
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Рисунок 2.1 ( Элементарные системы

Процесс колебания маятника описывается обыкновенным дифференциальным уравнением 
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где m, l – масса и длина подвеса маятника; g – ускорение свободного падения; θ(t) – угол отклонения маятника в момент времени t.
Аналогично, процессы в колебательном контуре описываются обыкновенным дифференциальным уравнением
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где L, С − индуктивность и емкость конденсатора; q(t) – заряд конденсатора в момент времени t.
Введем обозначения:
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Тогда модель, описывающая поведение обеих систем, будет иметь вид
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Очевидно, что поведение обоих объектов может изучаться на основе общей математической модели. Это значит, что поведение одной системы можно исследовать с помощью другой. Например, поведение маятника может быть изучено с помощью электрического колебательного контура.
Если изучаемая система взаимодействует с внешней средой, то появляется внешнее воздействие: для маятника – внешняя сила, для контура – источник энергии. Тогда модель такой системы примет вид
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Пример 2. Использование D – схем в теории автоматического управления. Система автоматического управления (рисунок 2.2) явля-ется частным случаем динамических систем.
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Рисунок 2.2 ( Структура системы автоматического управления
Здесь 
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Современная управляющая система – это совокупность програм-мно-технических средств, которые обеспечивают достижение объек-том управления заданной цели. Насколько точно он достигает заданной цели можно судить по вектору
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 составляет ошибку управления 
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Функционирование одноканальных систем автоматического управления описывается D-схемами следующего вида: 
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где 
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 – производные i-го и j-го порядка по времени от функций x(t) и y(t) соответственно. Порядок дифференциального уравнения и значения его коэффициентов полностью определяются статическими и динамическими параметрами системы S.
Таким образом, использование D-схем позволяет формализовать процесс функционирования непрерывно-детерминированных систем S и оценить их основные характеристики, применяя аналитический или имитационный подход.

Вопросы для самоконтроля:

1. Какие множества переменных могут содержать стохастичес-кие данные.

2. Что такое состояние системы.

3. В чем отличие статических и динамических моделей.

4. Как может изменяться модельное время.

5. Какими уравнениями описываются D-схемы.

2.2. Дискретно-детерминированные модели (F-схемы)

1. Определение F-схем.

2. Способы задания F-схем.

3. Пример использования F-схем.

1. Особенности данного подхода рассмотрим на примере теории автоматов. Автомат можно представить как некоторое устройство, на которое подаются входные сигналы, снимаются выходные сигналы и которое может иметь некоторое внутреннее состояние. Конечный автомат – это автомат, у которого множество входных, выходных сигналов и множество состояний являются конечными множествами.

Абстрактно конечный автомат (finite automate) можно представить как математическую схему, которая характеризуется шестью элементами: конечным множеством входных сигналов (вход-ной алфавит), конечным множеством выходных сигналов (выходной алфавит), конечным множеством внутренних состояний (алфавит состояний), начальным состоянием, функцией переходов и функцией выходов, т.е.
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Автомат функционирует в дискретном времени, моментами которого являются такты. Каждому такту соответствует постоянное значение входного и выходного сигнала и внутреннее состояние. Обозначим x(t), y(t), z(t) − состояния и сигналы, соответствующие 
t-му такту. Работа конечного автомата происходит по следующей схеме. В момент времени t, находясь в состоянии z(t), автомат способен воспринять на входном канале сигнал x(t). В результате на выходном канале выдается сигнал y(t)=φ(z(t),x(t)) и автомат переходит в состояние z(t+1)=φ(z(t),x(t)). Процесс функционирования автомата можно записать следующими уравнениями: 

для F-автоматов 1-го рода (автомата Мили) 

z(t+1)=φ(z(t),x(t)),  t=0,1,2 ;

y(t)= φ(z(t),x(t)),  t=0,1,2 . 
(2.7)

для F-автоматов 2-го рода 

z(t+1)=φ(z(t), x(t)),  t=0,1,2 ;
(2.8)

y(t)= φ(z(t), x(t)),  t=1,2. 

Автомат 2-го рода, для которого 

y(t)= φ(z(t)),  t=1,2
(2.9)

называется автоматом Мура.

Автоматы делятся по числу состояний на автоматы с памятью и без памяти. Автоматы без памяти обладают только одним состоянием и называются комбинационной (логической) схемой.

По характеру отсчета дискретного времени автоматы делятся на синхронные и асинхронные. В синхронных автоматах моменты считывания входных сигналов определяются принудительно с помощью синхронизирующих сигналов. После очередного синхрони-зирующего сигнала происходит переход в новое состояние и выдача выходного сигнала, после этого автомат может воспринимать следующее значение входного сигнала.
В асинхронных автоматах считывание входного сигнала происходит непрерывно, поэтому, реагируя на достаточно длинный входной сигнал, автомат может несколько раз менять состояния, выдавая соответствующее количество выходных сигналов. Это происходит до тех пор, пока состояние не станет устойчивым. Устойчивое состояние уже не может быть изменено данным входным сигналом.

2. Существует несколько способов задания работы конечных автоматов: табличный, графический и матричный.

Для детерминированных автоматов должно выполняться условие однозначности переходов. Это означает, что автомат, находящийся в некотором состоянии, под действием любого входного сигнала не может перейти более чем в одно состояние. В случае графического способа задания F-автомата это значит, что из любой вершины не могут выходить два и более ребер, отмеченных одним и тем же входным сигналом. В матрице соединений –  в каждой строке любой входной сигнал не должен встречаться более одного раза.
Простейший табличный способ задания конечного автомата основан на использовании таблиц переходов и выходов. Строки таблиц соответствуют входным сигналам автомата, а столбцы – его состояниям. При этом обычно первый слева столбец соответствует начальному состоянию z0. На пересечении i-й строки и j-го столбца таблицы переходов помещается соответствующее значение функции переходов φ(zj, xi), а в таблице выходов – соответствующее значение функции выходов ψ(zj, xi). Для F-автомата Мура обе таблицы можно совместить, получив так называемую отмеченную таблицу перехо-дов, в которой над каждым состоянием zk автомата, обозначающим столбец таблицы, стоит соответствующий этому состоянию, согласно (2.9), выходной сигнал ψ(zi).

Описание работы F-автомата Мили таблицами переходов φ и выходов ψ иллюстрируется таблицей 2.1, а описание F-автомата Мура таблицей переходов иллюстрируется таблицей 2.2.

Таблица 2.1 ( Описание работы F-автомата Мили

	xi
	zk

	
	z0
	z1
	…
	zk

	
	
	Переходы
	
	

	x1
	φ(z0,x1)
	φ(z1,x1)
	…
	φ(zk,x1)

	x2
	φ(z0,x2)
	φ(z1,x2)
	…
	φ(zk,x2)

	…
	…
	…
	…
	…

	xn
	φ(z0,xN)
	φ(z1,xN)
	…
	φ(zk,xN)


	
	
	Выходы
	
	

	x1
	ψ (z0,x1)
	ψ (z1,x1)
	…
	ψ (zk,x1)

	x2
	ψ (z0,x2)
	ψ (z1,x2)
	…
	ψ (zk,x2)

	…
	…
	…
	…
	…

	xn
	ψ (z0,xN)
	ψ (z1,xN)
	…
	ψ (zk,xN)


Таблица 2.2 ( Описание работы F-автомата Мура

	xi
	zk

	
	Ψ( z0)
	Ψ (z1) 
	…
	Ψ( zk)

	
	z0
	z1
	…
	zk

	x1
	φ(z0,x1)
	φ(z1,x1)
	…
	φ(zk,x1)

	x2
	φ(z0,x2)
	φ(z1,x2)
	…
	φ(zk,x2)

	…
	…
	…
	…
	…

	x3
	φ(z0,xI)
	φ(z1,xI)
	…
	φ(zk,xI)


3. Рассмотрим примеры использования F-схем.

Пример 1. Пусть имеется F-автомат Мили с тремя состояниями, двумя входными и двумя выходными сигналами. Его функциони-рование задается таблицей 2.3.

Таблица 2.3 ( Пример табличного способа задания F-автома-тов Мили

	xi
	zk

	
	z0
	z1
	z2

	
	Переходы

	x1
	z2
	z0
	z0

	x2
	z0
	z2
	z1

	
	Выходы

	x1
	y1
	y1
	y2

	x2
	y1
	y2
	y1


Пример 2. Пусть имеется F-автомат Мура с пятью состояниями, двумя входными и тремя выходными сигналами. Его функциони-рование задается таблицей 2.4.

Таблица 2.4 ( Пример табличного способа задания F-автома-тов Мура

	xi
	y1
	y1
	y3
	y2
	y3

	
	z0
	z1
	z2
	z3
	z4


	x1
	z1
	z4
	z4
	z2
	z2

	x2
	z3
	z1
	z1
	z0
	z0


Второй способ задания конечного автомата – графический. Здесь используется понятие направленного графа. Вершины графа соответствуют различным состояниям автомата, дуги соответствуют переходам автомата. Для того чтобы задать функцию выходов, дуги графа помечаются соответствующими выходными сигналами. Если входной сигнал хk вызывает переход из состояния zi в состояние zj, то на графе автомата дуга, соединяющая вершину zi с вершиной zj, обозначается хk. Для автомата Мили эту дугу дополнительно отмечают выходным сигналом ((zi, xk), для автомата Мура выходной сигнал у=((zi) размещается рядом с вершиной zi. 

Пример 3. На рисунке 2.3-а приведен графический способ задания F-автомата Мили, заданного таблицей 2.3. На рисунке 2.3-б – F-автомат Мура, заданный таблицей 2.4.
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Рисунок 2.3 ( Графы автоматов Мили (а) и Мура (б)

Третий способ задания конечных автоматов – матричный. Строки матрицы ||C|| соответствуют исходным состояниям, а столбцы состояниям перехода. 

В случае автомата Мили элемент сij=xk/ys, стоящий на пересечении i-й строки и j-го столбца, означает, что при получении входного сигнала хk система перейдет из состояния zi в состояние zj, при этом выдается выходной сигнал ys. Если переход из состояния zi в состояние zj происходит под действием нескольких сигналов, соответствующий элемент матрицы сij представляет собой множество пар <вход-выход>, соединенных знаком дизъюнкции.

Пример 4. Матрица соединений для автомата Мили, описанного таблицей 2.3 и рисунком 2.3-а 
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Для F-автомата Мура элемент сij равен множеству входных сигналов на переходе (zi, zj), а выход описывается вектором выходов, i-я компонента которого (  выходной сигнал, отмечающий состояние zi.

Пример 5. Матрица соединений для автомата Мура, описанного таблицей 2.4 и рисунком 2.3-б
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Пример 6. Асинхронный F-автомат Мура. 

Таблица 2.5 ( Табличный способ задания асинхронного F-авто-мата Мура

	Xi
	Z

	
	Y1
	Y2
	Y3

	
	Z0
	Z1
	Z2

	X1
	Z1
	Z1
	Z1

	X2
	Z2
	Z1
	Z2

	X3
	Z0
	Z0
	Z2


В графе асинхронного F-автомата (рисунок 2.4), если в некоторое состояние есть переходы под действием некоторых сигналов, то в этом состоянии должна быть петля, отмеченная символами тех же сигналов.


[image: image56]
Рисунок 2.4 ( Графический способ задания асинхронного 
F-автомата Мура

Анализ таблиц 2.3 и 2.4 или рисунков 2.3-а и 2.3-б показывает, что представленные там F-автоматы являются синхронными.

Понятие F-автомата используется для описания элементов и узлов ЭВМ, устройств контроля, систем временной и пространст-венной коммутации, техники обмена информации. Для всех перечисленных объектов характерно наличие дискретных состояний и дискретный характер работы во времени, т.е. их описание с помощью F-схем является эффективным.

Вопросы для самоконтроля:

1. В каком случае автомат называется конечным.

2. Как изменяется время функционирования автомата.

3. Чем отличаются автоматы Мили и Мура.

4. В чем заключаются особенности асинхронных автоматов.

5. Какие существуют способы задания конечных автоматов.

2.3. Дискретно-стохастические модели (P-схемы)

1. Определение P-схем.

2. Пример использования P-схем.

3. Способы задания Р-схем.

1. Сущность дискретизации времени в этих моделях аналогична конечным автоматам. Рассмотрим влияние фактора стохастичности на разновидности конечных автоматов: на вероятностных (стохастических) автоматах (probabilistic automate).

Вероятностный автомат – это дискретный потактный преобразователь информации, функционирование которого в каждом такте зависит только от состояния памяти в нем и может быть задано статистически.

Введем множество G, которое состоит из пар (xi, zj), где xi 
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. Говорят, что F=<Z, X, Y, (, (> определяет автомат детерминированного типа.
Введем множество Ф, состоящее из пар (zi, yj), где yj - элемент выходного подмножества Y. Потребуем, чтобы любой элемент множества G индуцировал на множестве Ф некоторый закон распределения следующего вида:

	Элементы Ф
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При этом должно выполняться условие: 
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. Здесь bij  ( вероятность перехода автомата в состояние zi и появления на выходе сигнала уj, если он был в состоянии zl и на его вход в этот момент времени поступил сигнал xk.
Число таких распределений, представленных в виде таблиц, равно числу элементов множества G. Обозначим множество этих таблиц через B. Тогда набор элементов P=<Z, X, Y, B> называется вероятностным автоматом. 

2. Введем по аналогии с детерминированным автоматом определение вероятностных автоматов Мили и Мура. Пусть каждый элемент множества G индуцирует на множествах Z и Y некоторые законы распределения:

	Элементы из Y
	y1
	y2
	…
	yl-1
	yl

	(xi, zs,)
	q1
	q2
	…
	ql-1
	ql


	Элементы из Z
	z1
	z2
	…
	zk-1
	zk

	(хi, zs)
	p1
	p2
	…
	pk-1
	pk


При этом 
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, где pk и ql - вероятности перехода Р-автомата в состояние zk и появления выходного сигнала уl при условии, что автомат находился в состоянии zs и на его вход поступил входной сигнал хi.
Если для всех k и l выполняется условие  pk·ql =bkl , то такой автомат называется вероятностным автоматом Мили. Это условие означает независимость распределений для нового состояния автомата и его выходного сигнала.

Пусть определение выходного сигнала зависит только от того состояния, в котором автомат находится на данном такте работы. Это означает, что каждый элемент множества Y индуцирует распределение вероятностей выходов, имеющее следующий вид:

	Элементы из Y
	y1
	y2
	…
	yI-1
	yI

	zs
	r1
	r2
	…
	rI-1
	rI


Здесь 
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, где ri-вероятность появления выходного сигнала yi при условии, что Р-автомат находился в состоянии zk. 

Если для всех k и i имеет место соотношение pkri==bki, то такой автомат называется вероятностным автоматом Мура. 

Частным случаем автоматов, задаваемых как P=<Z, X, Y, В>,  являются автоматы, у которых либо переход в новое состояние, либо выходной сигнал определяются детерминировано. Если выходной сигнал Р-автомата определяется детерминировано, то такой автомат называется Y-детерминированным. Если переход в новое состояние детерминирован, то Р-автомат называется Z-детерминированным.

3. Способы задания вероятностных автоматов те же, что и у детерминированных автоматов: табличный, графический, матричный.

Рассмотрим способы задания на примере. 

Пример 1. Пусть имеется Y-детерминированный Р-автомат. Он задается таблицей переходов (2.6) и таблицей выходов (2.7): 

Таблица 2.6(Таблица переходов Y-детерминированного Р-автомата

	zk
	zk

	
	z1
	z2
	…
	zk-1
	zk

	z1
	p11
	p12
	…
	p1(k-1)
	p1k

	z2
	p21
	p22
	…
	p2(k-1)
	p2k

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	zk
	pk1
	pk2
	…
	pk(k-1)
	pkk


Здесь pij вероятность перехода из состояния zi в состояние zj. При этом, как и ранее, 
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Таблица 2.7 ( Таблица выходов Y-детерминированного Р-автомата
	Z
	z1
	z2
	…
	zk

	Y
	yi1
	yi2
	…
	yik


Для выходов вероятности не задаются, так как автомат является 
Y-детерминированным.
Таблицу 2.6 можно представить в виде матрицы, которую называют матрицей переходов.
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Для описания Y-детерминированного Р-автомата также необходимо задать начальное распределение вероятностей вида:

	Z
	z1
	z2
	…
	zk

	D
	d1
	d2
	…
	dk


Здесь dk - вероятность того, что в начале работе Р-автомат находится в состоянии zк. При этом 
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Будем считать, что до начала работы (до нулевого такта времени) Р-автомат всегда находится в состоянии Z0 и в нулевой такт времени меняет состояние в соответствии с распределением D. Дальнейшая смена состояний Р-автомата определяется матрицей переходов Pp. Информацию о начальном состоянии P-автомата удобно внести в матрицу Рр, увеличив ее размерность до (k+1)X(k+1). При этом первая строка такой матрицы, сопоставляемая состоянию z0, будет иметь вид (0, d1, d2, ..., dk), а, первый столбец будет нулевым.

Описанный Y-детерминированный Р-автомат можно задать в виде ориентированного графа, вершины которого соответствуют состояниям автомата, а дуги - возможным переходам из одного состояния в другое. Дуги имеют веса, соответствующие вероятностям перехода рij, а около вершин графа пишутся значения выходных сигналов, индуцируемых этими состояниями.

С точки зрения математического аппарата задание У-детерми-нированного Р-автомата эквивалентно заданию некоторой дискрет-ной марковской цепи с конечным множеством состояний. Поэтому для аналитических расчетов аппарат марковских цепей является основным при использовании Р-схем. Рассмотрим применение аппа-рата марковских цепей для Р-автоматов на примере.
Пример 2. Пусть имеется P-автомат, который задан матрицей переходов.
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Соответствующая таблица выходов будет иметь вид:

	Z
	z0
	z1
	z2
	z3
	z4

	y
	0
	0
	1
	1
	0


На рисунке 2.5 показан граф переходов этого автомата. 

Требуется оценить вероятность выдачи на выходе единицы. Единице соответствуют финальные вероятности пребывания автомата в состоянии z2 или z3.
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Рисунок 2.5 ( Граф переходов вероятностного 
Y-детерминированного автомата

На значение финальных вероятностей начальное состояние не влияет, поэтому матрица финальных вероятностей будет иметь вид:
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где Ск – финальная вероятность пребывания P-автомата в состоянии zк.

При использовании аналитического подхода можно записать известные соотношения из теории марковских цепей и получить систему уравнений для определения финальных вероятностей. 
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Добавим к этим уравнениям условие нормировки 
С1+С2+С3+С4=1. 

Тогда, решая систему уравнений, получим C1= 5/23, С2= 8/23, С3= 5/23, С4= 5/23. Таким образом, С2+С3=13/23 = 0,5652. Другими словами, при бесконечной работе заданного в этом примере Y-детер-минированного Р-автомата на его выходе формируется двоичная последовательность с вероятностью появления единицы, равной 0,5652.

Для оценки различных характеристик исследуемых систем, представляемых в виде Р-схем, кроме рассмотренного случая аналитических моделей можно применять и имитационные модели, реализуемые, например, методом статистического моделирования.

Вопросы для самоконтроля:
1. Каковы свойства распределения вероятностей.

2. Дайте определение вероятностных автоматов Мили и Мура.

3. Как помечаются дуги при графическом задании вероятност-ного автомата.

4. Что такое Y-детерминированные вероятностностные автома-ты.

5. Каковы особенности задания Y-детерминированного автома-та.

2.4. Непрерывно-стохастические модели (Q-схемы)

1. Определение Q-схем и основные компоненты

2. Классификация потоков событий

3. Классификация Q-схем

1. Непрерывно-стохастические модели мы рассмотрим на примере систем массового обслуживания (англ. queueing system), которые будем называть Q-схемами. Системы массового обслужи-вания – это класс математических схем, разработанных для формализации процессов, являющихся, по сути, процессами обслуживания. 

В качестве процесса обслуживания могут быть представлены различные по своей физической природе процессы функциони-рования экономических, производственных, технических и других систем. Это могут быть потоки поставок продукции некоторому предприятию, потоки деталей и комплектующих изделий на сборочном конвейере цеха, заявки на обработку информации от удаленных терминалов и т. д. 

Характерным для работы таких систем является случайное появление заявок на обслуживание и завершение обслуживания в случайные моменты времени, т. е. стохастический характер процесса их функционирования. 

Рассмотрим основные понятия массового обслуживания, необходимые для использования Q-схем как при аналитическом, так и при имитационном подходе.
В любом элементарном акте обслуживания можно выделить две основные составляющие: ожидание обслуживания заявкой и собственно обслуживание заявки. 
Это можно изобразить в виде некоторого i-го прибора обслужи-вания Пi (рисунок 2.6), где Hi - накопитель, в котором одновре-менно может находиться li=0,LHi заявок (LHi – емкость i-го накопителя), Кi - канал обслуживания.

Канал обслуживания - любое устройство, непосредственно занимающееся обслуживанием заявок.
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Рисунок 2.6 ( Прибор обслуживания заявок
На каждый элемент прибора поступают потоки событий. Для накопителя Hi в качестве потока событий выступает поток заявок wi, для канала Кi – поток обслуживания ui.

Поток заявок – это интервалы времени между моментами появления заявок на входе прибора Пi.

Поток обслуживания – поток заявок, обслуживаемых одна за другой одним, непрерывно занятым каналом. 
2. Введем классификацию потоков событий.

Поток событий называется однородным, если он характеризуется только моментами наступления событий и задается последовательностью {tn}={0<=t1<=t2<=...<=tn<=…}, где tn – момент наступления n-го события (вызывающий момент).
Однородный поток событий также может задаваться последова-тельностью {(n} промежутков времени между n-м и (n-1)-м собы-тиями, где (n=tn-tn-1, n>=1, t0=0. 

Таким образом, (1=t1, (2=t2-t1 и т.д. 

Потоком неоднородных событий называется последователь-ность {tn, fn}, где tn-вызывающие моменты; fn- набор признаков события. Например, применительно к процессу обслуживания для неоднородного потока заявок может быть задана принадлежность к тому или иному источнику заявок, наличие приоритета, возможность обслуживания тем или иным типом канала и т. п.
Поток событий называется потоком с ограниченным последей-ствием, если интервалы {(n} независимы между собой.

Поток событий называется ординарным, если вероятность того, что за малый интервал времени 
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, прилегающий к моменту времени t, произойдет больше одного события P>1(t, ∆t), пренебрежимо мала по сравнению с вероятностью того, что на этот интервал попадет ровно одно событие P1(t, ∆t), т.е. P1(t, ∆t)>>P>1(t, ∆t).

Стационарный поток событий – поток, для которого вероятность появления того или иного числа событий на интервале времени ( зависит только от длины этого интервала и не зависит от того, где на оси времени взят этот интервал.

Рассмотрим на оси времени ординарный поток событий. Среднее число событий, наступающих на участке (t за единицу времени, будет 
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. Рассмотрим предел этого выражения при (t→0. Если этот предел существует, то он называется интенсивностью или плотностью ординарного потока событий 
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. Интенсивность может быть любой неотрицательной функцией времени, имеющей размерность, обратную времени. Для стационарного потока интенсивность не зависит от времени и представляет собой среднее число событий, наступающих в единицу времени ((t)=(=const. 

Поток событий называется простейшим, если он является стационарным и пуассоновским. Поток будет пуассоновским, если интервалы времени между событиями в потоках имеют показа-тельное распределение с параметром, равным интенсивности соответ-ствующего потока. Всякая СМО, в которой все потоки простейшие, называется простейшей СМО.

Для простейшего потока tобсл представляет собой случайную величину, имеющую показательное распределение. Параметр этого распределения μ (интенсивность обслуживания) есть величина, обратная среднему времени обслуживания: 
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Если все потоки событий простейшие, то процесс, протекающий в СМО, представляет собой марковский случайный процесс с дискретными состояниями и непрерывным временем. При выполнении некоторых условий для этого процесса существует финальный стационарный режим, при котором как вероятности состояний, так и другие характеристики процесса не зависят от времени.

Задачи теории массового обслуживания – это нахождение вероятностей различных состояний СМО, а также установление зависимости между заданными параметрами (числом каналов п, интенсивностью потока заявок λ, распределением времени обслужи-вания и т. д.) и характеристиками эффективности работы СМО. В качестве таких характеристик могут рассматриваться, например, следующие:

· среднее число заявок А, обслуживаемое СМО в единицу вре-мени, или абсолютная пропускная способность СМО;

· вероятность обслуживания поступившей заявки Q или отно-сительная пропускная способность СМО; Q = А/λ;

· вероятность отказа Ротк, т.е. вероятность того, что поступив-шая заявка не будет обслужена и получит отказ; Ротк = 1 – Q;

· среднее число заявок в СМО (обслуживаемых или ожидаю-щих в очереди) 
[image: image83.wmf]z

;

· среднее число заявок в очереди 
[image: image84.wmf]r

;

· среднее время пребывания заявки в СМО (в очереди или под обслуживанием) 
[image: image85.wmf]сист
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;

· среднее время пребывания заявки в очереди 
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;

· среднее число занятых каналов 
[image: image87.wmf]k

.
В общем случае все эти характеристики зависят от времени. Но многие СМО работают в неизменных условиях достаточно долгое время, и поэтому для них успевает установиться режим, близкий к стационарному. Будем вычислять финальные вероятности состояний и финальные характеристики эффективности СМО, относящиеся к предельному стационарному режиму ее работы.

СМО называется открытой, если интенсивность поступающего на нее потока заявок не зависит от состояния самой СМО. Для любой открытой СМО в предельном стационарном режиме среднее время пребывания заявки в системе 
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 выражается через среднее число заявок в системе с помощью формулы Литтла: 
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(2.10)
где λ – интенсивность потока заявок.

Аналогичная формула (называемая также формулой Литтла) связывает среднее время пребывания заявки в очереди 
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 и среднее число 
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 заявок в очереди:
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Формулы (2.10) и (2.11) справедливы для любой открытой СМО (одноканальной, многоканальной, при любых видах потоков заявок и потоков обслуживания); единственное требование к потокам заявок и обслуживании – чтобы они были стационарными.

Универсальное значение для открытых СМО имеет формула, выражающая среднее число занятых каналов 
[image: image93.wmf]k

 через абсолютную пропускную способность А:
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где 
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 – интенсивность потока обслуживания.

Очень многие задачи теории массового обслуживания, касающиеся простейших СМО, решаются при помощи схемы гибели и размножения. Финальные вероятности состояний выражаются формулами:
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(2.12)

Приведем без вывода формулы для расчета финальных вероятностей состояний и характеристик эффективности для некоторых часто встречающихся типов СМО.

Простейшая СМО с отказами (задача Эрланга). На n-каналь-ную СМО с отказами поступает простейший поток заявок с интенсивностью λ; время обслуживания – показательное с параметром 
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. Состояния СМО нумеруются по числу заявок, находящихся в СМО (в силу отсутствия очереди оно совпадает с числом занятых каналов):

S0 – СМО свободна;

S1 – занят один канал, остальные свободны;

 …;
Sk – занято k каналов, остальные свободны (1(k(n);

 …;
Sn – заняты все n каналов.

Финальные вероятности состояний выражаются формулами Эрланга:
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(2.13)
где ρ=λ/μ.

Характеристики эффективности:

A=((1–pn); Q = 1–pn ; Pотк= pn ; 
[image: image99.wmf]k

=((1–pn).

Простейшая одноканальная СМО с неограниченной очередью. На одноканальную СМО поступает простейший поток заявок с интенсивностью λ. Время обслуживания – показательное с параметром 
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. Длина очереди не ограничена. Финальные вероятности существуют только при 
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 (при ρ(1 очередь растет неограничен-но). Состояния СМО нумеруются по числу заявок в СМО, находящихся в очереди или обслуживаемых:

S0 – СМО свободна;

S1 – канал занят, очереди нет;

S2 – канал занят, одна заявка стоит в очереди;

 …;
Sk – канал занят, k–1 заявок стоят в очереди;

 … .

Финальные вероятности состояний выражаются формулами:
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где 
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 .
Характеристики эффективности СМО:
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Простейшая одноканальная СМО с ограничением по длине очереди. На одноканальную СМО поступает простейший поток заявок с интенсивностью λ. Время обслуживания – показательное с параметром 
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. В очереди т мест. Если заявка приходит в момент, когда все эти места заняты, она получает отказ и покидает СМО. Состояния СМО:

S0 – СМО свободна;

S1 – канал занят, очереди нет;

S2 – канал занят, одна заявка стоит в очереди;

 …;
Sk – канал занят, k–1 заявок стоят в очереди;

 …;

Sm+1 – канал занят, т заявок стоят в очереди.

Финальные вероятности состояний существуют при любом ρ=λ/μ и равны
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Характеристики эффективности СМО:

A = λ (1–pm+1);   Q = 1–pm+1;   Pотк = pm+1  .

Среднее число занятых каналов (вероятность того, что канал занят) 
[image: image107.wmf]k

= 1–p0.

Среднее число заявок в очереди


[image: image108.wmf](

)

[

]

.

)

1

)(

1

(

1

1

2

2

r

-

r

-

r

-

+

r

-

r

=

+

m

m

m

m

r


Среднее число заявок в СМО 
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По формуле Литтла 
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Простейшая многоканальная СМО с неограниченной очередью. На n-канальную СМО поступает простейший поток заявок с интенсивностью λ. Время обслуживания одной заявки – показательное с параметром 
[image: image113.wmf]обсл

1

t

=

m

. Финальные вероятности существуют только при ρ/n = (<1, где ρ = λ/μ. Состояния СМО нумеруются по числу заявок в СМО:
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S0 – СМО свободна;

S1 – занят один канал;
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 …;
Sk – занято k каналов (1(k(n);

 …;
Sn – заняты все п каналов;

Sn+1 – заняты все п каналов, одна заявка стоит в очереди;

 …;
Sn+r – заняты все п каналов, r заявок стоят в очереди;

 … .
Финальные вероятности состояний выражаются формулами:
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Характеристики эффективности СМО:
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Простейшая многоканальная СМО с ограничением по длине очереди. Условия и нумерация состояний те же, что для простейшей многоканальной СМО с неограниченной очередью, но число т мест в очереди ограничено. Финальные вероятности состояний существуют при любых λ и μ и выражаются формулами:
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где χ = ρ/n = λ /(nμ).

Характеристики эффективности СМО:

A = ((1–pn+m) ;   Q = 1–pn+m ;   Pотк = pn+m ;
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Многоканальная СМО с отказами при простейшем потоке заявок и произвольном времени обслуживания. Формулы Эрланга (2.13) остаются справедливыми и тогда, когда поток заявок – простейший, а время обслуживания Тобсл имеет произвольное распределение с математическим ожиданием 
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Одноканальная СМО с неограниченной очередью при простейшем потоке заявок и произвольном времени обслуживания. Если на одноканальную СМО поступает простейший поток заявок с интенсивностью λ, а время обслуживания Тобсл распределяется по произвольному закону с математическим ожиданием 1/( и коэффициентом вариации ((, то среднее число заявок в очереди выражается формулой Полячека–Хинчина
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(2.14)

где ρ=λ/μ, а среднее число заявок в СМО
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Из (7*) и (7**) по формуле Литтла получим
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Рассмотрим множества, которые образуют параметры систем массового обслуживания.

Поток заявок образует подмножество неуправляемых перемен-ных W. Поток обслуживания образует подмножество управляемых переменных U. Заявки, обслуженные каналом Ki, и заявки, покинувшие прибор Пi по различным причинам необслуженными (например, из-за переполнения накопителя Нi), образуют выходной поток yi(Y.

Процесс функционирования прибора обслуживания Пi можно представить как процесс изменения состояний его элементов во времени zi(t). Изменение состояния прибора означает изменение количества заявок  в системе. Поскольку у прибора 2 компонента – канал Ki и накопитель Нi, то и вектор состояний будет иметь следующую структуру:  
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где 
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 – состояние накопителя (может принимать значения: 
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[image: image128.wmf]H

i

H

i

L

Z

=

 – накопитель полон); 
[image: image129.wmf]K

i

Z

 – состояние канала (может принимать значения 
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=1 – канал занят, 
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Мы определили множества, описывающие функционирование отдельного прибора Пi. 

На практике для формализации используются не отдельные приборы, а их композиции, которые будем называть Q-схемами. Если каналы различных приборов соединены параллельно, то система называется многоканальной. Если приборы и их параллельные композиции соединены последовательно, то система называется многофазной.

Таким образом, для задания Q-схемы необходимо использовать оператор сопряжения R, отражающий взаимосвязь каналов и нако-пителей между собой. Связи между отдельными элементами Q-схемы отображаются в виде стрелок, которые показывают направление движения заявок. Различают замкнутые и разомкнутые Q-схемы. В разомкнутой Q-схеме поток обслуживания заявок не может снова поступить на какой-то элемент, в замкнутых Q-схемах имеются обратные связи.

Определим множество Н внутренних параметров Q-схемы. К ним относятся количество фаз LФ, количество каналов в каждой фазе LKj, j=1(LФ; количество накопителей каждой фазы LHj, j=1(LФ, и максимальная емкость каждого накопителя LiHj, i=1(LHj, j=1(LФ.

В зависимости от емкости каждого накопителя выделяют следующие виды СМО:

· системы с отказами или потерями  LiHj =0, i=1(LHj, j=1(LФ;

· системы с ожиданиями  LiHj→ ∞, i=1(LHj, j=1(LФ;

· смешанный, т.е. емкость накопителя ограничена.

Для задания Q-схемы также надо описать алгоритмы ее функционирования, т.е. набор правил, определяющий поведение заявки в различных неоднозначных ситуациях. Для этого используются:

Классы приоритетов. Они позволяют учитывать неоднород-ность заявок. Различают два класса приоритетов.

Статические и динамические. Статические приоритеты назначаются заранее и не зависят от состояния системы, т.е. они являются фиксированными в пределах решения конкретной задачи. Динамические приоритеты появляются при моделировании в зависимости от возникающих ситуаций.

Относительные и абсолютные. Относительный приоритет озна-чает, что заявка с более высоким приоритетом ожидает окончания предшествующей заявки и затем занимает канал. Абсолютный приоритет означает, что заявка прерывает обслуживание заявки с более низким приоритетом и сама занимает канал (при этом вытесненная из канала заявка может либо покинуть систему, либо может быть снова записана на какое-то место в накопителе).

2. Набор правил, по которым заявки покидают накопитель и канал. Для накопителя ( это могут быть правила переполнения или правила ухода, связанные с окончанием времени ожидания заявки (системы с нетерпеливыми клиентами). Для канала ( это правила выбора маршрутов.

3. Правила блокировок, т.е. правила, по которым заявки оста-ются в канале или не допускаются до обслуживания каналом. При этом различают блокировки канала по выходу и по входу.
Весь набор алгоритмов поведения заявок можно представить в виде некоторого оператора А алгоритмов поведения заявок.

Таким образом, Q-схема, описывающая работу СМО любой сложности, однозначно задается следующим набором множеств Q=<W,U,Y,Z,R,H,A>.

Вопросы для самоконтроля:

1. Каковы основные компоненты элементарного прибора массо-вого обслуживания.

2. Как могут соединяться приборы массового обслуживания.

3. Как отображается движение заявок в Q-схеме.

4. Каково соотношение между интенсивностью и временем об-служивания.

5. Какие виды СМО различают в зависимости от объема нако-пителя.

6. Какие алгоритмы обслуживания заявок вы знаете.

2.5. Обобщенные модели А-схемы

1. Определение А-схем.

2. Понятие состояния системы.

3. Операторы, задающие изменение состояний.

1. Этот подход базируется на понятии агрегативной системы (англ. aggregate system). Под агрегативной системой будем понимать математическую схему, отображающую системный характер изучае-мых процессов.

При агрегативном описании сложный объект разбивается на конечное число частей, при этом сохраняются связи, обеспечи-вающие их взаимодействие. Процесс разбиения продолжается до тех пор, пока не образуются подсистемы, удобные для математического описания. В результате система представляется в виде многоуров-невой конструкции из взаимосвязанных элементов.

В качестве элемента А-схемы выступает агрегат Аn. Связи между агрегатами (внутри системы и с внешней средой) задаются оператором сопряжения R. Очевидно, что агрегат сам может рассматриваться как А-схема, т. е. может разбиваться на элементы (агрегаты) следующего уровня.
Любой агрегат характеризуется следующими множествами: Т моментов времени, множеством Х входных сигналов, множеством Y выходных сигналов, множеством Z состояний в каждый момент времени Состояние агрегата в момент времени t(T обозначается как z(t)(Z, а входные и выходные сигналы как х(t)(X и у(t)(Y соответственно.

2. Будем считать, что переход из состояния z(t1) в состояние z(t2)≠z (t1) происходит за малый интервал времени, т. е. имеет место скачок δz. В начальный момент времени t0 состояния z имеют значения, равные z0, т.е. z0=z(t0). Переходы агрегата из состояния в состояние определяются внутренними параметрами системы h(t)(H и входными сигналами х(t)(X.

3. Предположим, что процесс функционирования агрегатов в случае воздействия входного сигнала xn описывается случайным оператором V, тогда состояние агрегата в момент поступления входного сигнала будет следующим: z(tn+0)==V{tn, z(tn), хn}.

Если некоторый интервал (tn, tn+1) не содержит входных сигналов, то для t((tn, tn+1) состояние агрегата определяется оператором U согласно соотношению z(t)=U{t,tn z(tn+0)}.
В общем случае на оператор U не накладывается никаких ограничений, поэтому допустимы скачки состояний в моменты, не являющиеся моментами поступления входных сигналов. Такие моменты tδ называются особыми моментами, а состояния z(tδ) –  особыми состояниями. Для описания скачков в особые моменты используется оператор W, т.е. z(tδ+0)=W(tδ z(tδ). Оператор W является частным случаем оператора U.

На множестве состояний Z выделяется подмножество Z(y) таких состояний, что, если z(tδ) ( Z(y), то это состояние z(tδ) является моментом выдачи выходного сигнала. Выходной сигнал определяется оператором выходов G, т.е. y=G(tδ z(tδ)).

Таким образом, под агрегатом будем понимать любой объект, который определяется следующей совокупностью компонент:

A=<T,X,Y,Z,H,U,V,W,Z(y),G>
Вопросы для самоконтроля:

1. Что такое особое состояние систем.

2. Когда возникают особые состояния системы.

3. Какие состояния возможны для накопителя.

4. Какие состояния возможны для канала обслуживания.

5. Чем может определяться выходной сигнал.

2.6. Функционирование А-схем, состоящих из n агрегатов 

1. Оператор сопряжения.

2. Пример А-схемы, состоящей из n агрегатов.

3. Способы задания.

1. Большинство реальных систем не могут быть формализованы в виде математических схем одиночных агрегатов, поэтому для их формализации используется конструкция из нескольких агрегатов An, 
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. Такая конструкция называется агрегативной системой 
(А-схемой). Для описания агрегативной системы введем следующие предположения:

· Взаимодействие между А-схемой и внешней средой, а также между ее отдельными агрегатами осуществляется при передаче сигналов. Взаимное влияние вне этого механизма не учитывается.

· Элементарные сигналы передаются мгновенно, независимо друг от друга по элементарным каналам.

· К входному контакту любого элемента подключается не более одного элементарного канала, к выходному контакту – любое конечное число элементарных каналов.

2. Рассмотрим построение агрегативных систем на примере. Пусть имеется агрегативная схема, представленная на рисунке 2.7.

Взаимодействие А-схемы с внешней средой рассматривается как обмен сигналами. Поэтому внешняя среда представляется как фиктивный агрегат A0. Сигнал, выдаваемый А-схемой во внешнюю среду, является входным для агрегата A0. Соответственно сигнал, получаемый из внешней среды, является выходным для A0. Обмен информацией между внешней средой и А-схемой осуществляется через агрегаты, которые называются полюсами. Различают входные полюса (A1, A2, A3 на схеме) и выходные полюса (A3, A5, A6 на схеме). Остальные агрегаты называются внутренними (A4 на схеме). 
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Рисунок 2.7 ( Схема агрегативной системы из шести агрегатов

Каждый агрегат имеет входные контакты {Xin} и выходные кон-такты {Yin}. Например, для агрегата A1 множество входных контак-тов Xi1={ X11, X21}, а множество выходных контактов Yi1={ Y11, Y21}.
В силу предположения, что каждому входному контакту соответствует не более одного выходного, можно ввести однозначный оператор R, который ставит в соответствие каждому входному сигналу – выходной Yjk =R(Xin). Совокупность множеств {Xin}, {Yjk} и оператор R образуют схему сопряжения агрегатов системы.

3. Оператор R может задаваться таблично и матрицей смежности. В случае табличного задания номера строк соответствуют номерам агрегатов, а номера столбцов номерам входных контактов агрегатов. На пересечении ставится пара (номер агрегата, номер выходного контакта), к которому подключен входной контакт. Если на пересечении строки с номером n и столбца с номером I стоит пара k, l, то k ( номер агрегата, а l ( номер выходного контакта, соединенного с входным контактом I агрегата n.

В таблице 2.8 описан оператор сопряжения R агрегативной системы, схема которой представлена на рисунке 2.7.

Таблица 2.8 ( Табличный способ задания оператора R
	      Номер входного 
              контакта  

Номер 
агрегата
	1
	2
	3
	4

	0
	5,1
	3,3
	6,1
	6,2

	1
	0,1
	0,2
	-
	-

	2
	1,2
	0,3
	-
	-

	3
	0,1
	1,1
	0,2
	-

	4
	1,2
	2,1
	2,2
	-

	5
	3,1
	3,2
	4,1
	-

	6
	4,1
	4,2
	2,3
	-


Чтобы получить матрицу смежности, нужно строки и столбцы пронумеровать двойными индексами. Тогда у столбцов будут индексы n, I, а у строк – k, l. На пересечении ставится 1, если i-й входной контакт агрегата n соединен с l-ым выходным контактом агрегата k, 0 – если соединения нет. На рисунке 2.8 представлена матрица смежности оператора сопряжения R для агрегативной системы, схема которой представлена на рисунке 2.7.

	   вх

вых
	01
	02
	03
	04
	11
	12
	21
	22
	31
	32
	33
	41
	42
	43
	51
	52
	53
	61
	62
	63

	01
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	02
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	03
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	11
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	12
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	21
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	22
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	23
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	31
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0

	32
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0

	33
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	41
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0

	42
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0

	51
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	61
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	62
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


Рисунок 2.8 ( Матрица смежности оператора сопряжения R агрегативной системы

Рассмотренная схема сопряжения является одноуровневой. В более сложных случаях могут использоваться многоуровневые иерархические схемы сопряжения.

Вопросы для самоконтроля:

1. Для чего нужен оператор сопряжения.

2. Что такое полюса системы.

3. Чем отличаются входные, выходные, внутренние агрегаты.

4. Сколько соединений может быть у выходного контакта.

5. Чему соответствуют столбцы и строки матрицы оператора сопряжения.

2.7. Сетевые модели N –схемы

1. Определение N-схем.

2. Способы описания N-схем.

3. Описание динамических N-схем.

1. Сетевые модели – это формализм, позволяющий описывать структуру и взаимодействие параллельных систем и процессов.

Наиболее распространенным подходом являются сети Петри. Формально сеть Петри задается следующими компонентами

N=<B, D, I, O>. 

Здесь B={bi} ( конечное множество символов, называемых позициями; D={dj} ( конечное множество символов, называемых переходами; I – входная функция; O – выходная функция.

Входная функция I ставит в соответствие каждому переходу множество входных позиций. Выходная функция ставит в соответствие каждому переходу множество выходных позиций. В общем случае можно записать:

I : BХD({0,1}

I(dj)={bi: I(bi,dj)=1}

O : DХB({0,1}

O(dj)={bi: O(dj, bi)=1}

2. Графически N-схему можно представить в виде графа. Позиции отображаются кружочками, переходы – вертикальными черточками. Ориентированные дуги графа соединяют позиции и переходы, причем дуга должна быть направлена от элемента одного множества к элементу другого.

Пример 1. На рисунке 2.9 приведен пример графического задания N-схемы.
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Рисунок 2.9 ( Графическое представление N-схемы

Множества, задающие N-схему, представленную на рисунке 2.9, будут иметь следующий вид:

B={ b1, b2, b3, b4, b5}

D={d1, d2, d3, d4}

I:
I(d1)={b1}
I(d2)={b2, b3, b4}
I(d3)={b4}
I(d4)={b5}

O:
O(d1)={b2, b3, b4}
O(d2)={b2}
O(d3)={b5}
 O(d4)={b3, b4}

3. N-схема, описываемая с помощью указанных множеств, отражает только статические свойства системы. Для отображения динамических свойств объекта используется маркировка. Марки-ровка – это присвоение некоторых абстрактных объектов, называе-мых маркерами, позициям N-схемы. Эти объекты или маркеры также называются метками или фишками. 

Функция маркировки, обозначаемая буквой М, ставит в соответ-ствии каждой позиции некоторое число М:В({0,1,2, …}. 

Таким образом, маркированная N-схема задается следующим набором множеств:

NM =<B, D, I, O, M> .

Функционирование маркированной N-схемы отображается путем перехода от разметки к разметке. Графически разметка отображается определенным количеством точек внутри позиции, причем если точек много, то можно ставить цифры. Начальная разметка обозначается M0. Смена разметок происходит в результате срабатывания одного из переходов.

Сформулируем необходимое условие срабатывания переходов. Переход dj срабатывает только тогда, когда для любого bi(I(dj) M(bi)(1. Про переход, для которого выполняется это условие, гово-рят, что он находится в состоянии готовности к срабатыванию. Такие переходы называются разрешенными. Срабатывание перехода изме-няет разметку сети по следующему правилу. Пусть имелась некоторая разметка M(b). В результате срабатывания перехода она изменилась на разметку M’(b), причем 
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. Это означает, что для каждой входной позиции количество меток уменьшилось на единицу, а для выходной – увеличилось на единицу. 

Пример 2. Добавим маркировку к N-схеме из примера 1.
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Рисунок 2.10-а ( Маркированная N-схема (начальная маркировка)
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Начальная маркировка М0={1,1,2,1,0}. Разрешенным переходом является d1. В результате срабатывания получится следующая 
N-схема с маркировкой М1={0,2,3,1,0} (рисунок 2.10-б).

Рисунок 2.10-б ( Маркированная N-схема (маркировка в результате срабатывания перехода d1)

На этой схеме разрешенными являются переходы d2 и d3. Они находятся в конфликте, т.к. сработать может только один. Пусть отработает переход d3. В результате получится следующая N-схема с маркировкой М2={0,2,3,0,1} (рисунок 2.10-в).
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Рисунок 2.10-в ( Маркированная N-схема (маркировка в результате срабатывания перехода d3)

Функционирование сети прекращается, если ни один переход не находится в состоянии готовности к срабатыванию.

Удобством N-схем является простота построения иерархических конструкций. Каждая N-схема может рассматриваться как макропе-реход или макропозиция модели более высокого уровня. С другой стороны, каждая позиция и каждый переход могут детализироваться в виде отдельной подсети N-схемы.

Типовые N-схемы пригодны для описания событий произвольной длительности, т.е. N-схема отражает только порядок наступления событий. Для отображения временных характеристик используется расширение математического аппарата сетей Петри: временные сети, Е-сети и сети Мерлина.

Наиболее эффективной сферой применения сетевых моделей является моделирование параллельных процессов. 

Вопросы для самоконтроля:

1. Что является результатом функций входов и выходов.

2. Как различаются графические элементы N-схем.

3. Для чего используется маркировка.

4. Как задается маркировка.

5. При каких условия срабатывает переход?

Тема 3. Методология имитационного моделирования с использованием вычислительной техники

3.1. Сущность машинного моделирования и требования к модели

1. Особенности машинного моделирования.

2. Критерий эффективности.

3. Понятие прогона.

1. Сущность машинного моделирования заключается в проведе-нии на вычислительной технике экспериментов с моделями. Под моделью здесь будем понимать некоторый комплекс, описывающий формально или алгоритмически поведение элементов системы в процессе ее функционирования. Сформулируем основные требования к моделям:

1. Полнота модели. Пользователь должен получить необходи-мый набор характеристик системы с требуемой точностью и досто-верностью.

2. Гибкость модели. Должна быть возможность воспроиз-ведения различных ситуаций, когда варьируется структура, алгоритм или параметры системы.

3. Длительность разработки и реализации модели должна быть минимальной.

4. Структура модели должна быть блочной, т.е. допускать возможность замены, удаления или добавления некоторых частей без переделки всей модели.

5. Информационное обеспечение должно предоставлять возможность эффективной работы модели с базой данных опреде-ленного типа.

6. Программные и технические средства должны обеспечивать эффективную реализацию модели и удобный интерфейс для пользователя.

7. Должна быть реализована возможность проведения планиру-емых машинных экспериментов с моделью с использованием ана-литико-имитационного подхода при условии ограниченных вычис-лительных ресурсов.

Моделирование с использованием ЭВМ можно использовать в следующих случаях.

Для исследования системы до проектирования. В этом случае цель моделирования – определить чувствительность основных характеристик системы к изменениям структуры, алгоритмов и параметров.

На этапе проектного исследования. Здесь цель моделирования – найти оптимальную архитектуру с точки зрения заданного критерия, если имеется некоторый компонентный состав системы.

После завершения проектирования и внедрения системы. Основ-ная цель – это дополнение натурных экспериментов и прогнозиро-вание развития системы.

Во всех трех случаях можно выделить три основных этапа моделирования:

Построение концептуальной модели и ее формализация. На этом этапе выделяются основные компоненты системы, определяются не-обходимые аппроксимации и строится обобщенная модель системы.

Алгоритмизация модели и ее машинная реализация. Здесь строится алгоритм работы системы, который затем реализуется на некотором языке программирования.

Получение и интерпретация результатов моделирования. На этом этапе проводятся рабочие расчеты по имеющемуся плану, и осуществляется анализ и обработка полученных результатов.

2. В ходе моделирования вырабатывается информация о состоянии исследуемой системы. Эта информация является исходным материалом для формирования приближенных оценок, так называемых критериев оценки эффективности системы. Критерии оценки – это любой количественный показ, по которому можно судить о результатах моделирования. В ходе машинного модели-рования поведение модели исследуется на заданных интервалах [0;Т]. В общем случае критерий оценки – это некоторая векторная случайная функция заданная на этом интервале: 
[image: image134.wmf]q

(t), t лежит в промежутке [0;T].

3. Пусть состояние системы проверяется каждые М единиц времени. При этом считается значение критерия 
[image: image135.wmf]q

(j∆t), j=0,…,k, k=T/M. Обозначим эту последовательность 
[image: image136.wmf]q

=(
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(0), 
[image: image138.wmf]q

(∆t), 
[image: image139.wmf]q

(2∆t),…, 
[image: image140.wmf]q

(T)).

Процесс работы системы на [0,Т] называется прогоном модели. Прогоны повторяются N раз, в результате получаем независимые реализации  
[image: image141.wmf]q

I, i=
[image: image142.wmf]N

,

1

.
В общем случае процесс фиксации результата содержит 3 цикла:

1) внутренний, позволяющий получить последовательность 
[image: image143.wmf]q

I;

2) промежуточный, организует N прогонов. Число N может определяться требуемым объемом выборки или заданной точностью результатов моделирования (обычно N≥30);

3) внешний, охватывает два предыдущих и организует поиск оптимальных структур алгоритмов или параметров.

Возможны варианты общей схемы:

· если свойство системы определяет значение критерия, в заданный момент времени t, тогда оценивается распределение 
qi(t*), i=
[image: image144.wmf]N

,

1

;

· если в системе, спустя некоторое время, устанавливается стационарный режим, тогда можно не делать N прогонов, а вместо того берется достаточно длинный период моделирования. Пусть в момент времени t'=k'∆t – момент начала стационарного режима, тогда обрабатывается значение 
[image: image145.wmf]q

1(j∆t) для j≥k'.

Вопросы для самоконтроля:

1. В чем преимущество машинных экспериментов.

2. Что такое прогон модели.

3. Какие этапы используются при проведении эксперимента.

4. Что такое критерий эффективности.

3.2. Построение концептуальной модели системы и ее формализации

1. Блочный подход к построению концептуальной модели.

2. Подэтапы построения.

3. Список технической документации.

1. Максимально важным моментом на этом этапе является проведение границы между системой и внешней средой и упрощение описания системы (рисунок 3.1).

При этом надо учитывать, что модель должна быть адекватной. Адекватной называется такая модель, которая отражает процесс функционирования системы с определенной степенью приближения (эта степень определяется разработчиком системы).

Наиболее рационально строить модель по блочному принципу. Можно выделить три группы блоков:

1) имитирующие воздействие внешней среды;

2) описывающие функционирование системы;

3) вспомогательные, которые служат для фиксации и обработки результатов моделирования.
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Рисунок 3.1 ( Изменение структуры системы и понятия внешней среды  в зависимости от уровня изучения системы

2. Рассмотрим основные шаги этапа построения концептуальной модели и ее формализации:

Постановка задачи моделирования. Здесь определяется необхо-димость машинного моделирования и выбираются методики решения с учетом имеющихся средств. Также определяется возможность разбиения задачи на подзадачи.

Анализ задачи моделирования. На этом шаге выбираются критерии оценки эффективности работы системы; определяются эндогенные и экзогенные (зависимые и не зависимые) переменные. Кроме того, на этом шаге прикидывается содержание 2-го и 3-го этапов и определяются требования к ним.

Определение требований к исходной информации и организации ее сбора. На этом шаге подготавливаются необходимые данные, анализируются и выбираются методы и средства их предварительной обработки.

Выдвижение гипотез и принятие предложений. Гипотезы используются для заполнения некоторых пробелов в знаниях о системе. Кроме того, выдвигаются гипотезы о возможных результатах моделирования. В ходе моделирования гипотезы будут проверяться.

Предположения служат для упрощения и принимаются, когда данные неизвестны или их нельзя получить.

Определяются параметры и переменные модели. Описание каждого параметра дается в следующей форме:

· определение и краткая характеристика;

· символ обозначения и единица измерения;

· диапазон изменения;

· место применения в модели.

Восстановление основного содержания модели. На этом шаге описываются:

1) структура системы;

2) алгоритм ее поведения;

3) воздействия внешней среды;

4) возможные методы и средства решения задачи моделирования.

Обоснование критериев оценки эффективности системы. На этом шаге надо выбрать необходимые критерии и получить для них математические соотношения. Например 
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Определение процедур аппроксимации. Обычно используются три вида процедур:

Детерминированные. Результаты однозначно определяются по входным параметрам и переменным.

Вероятностные. Используются в тех случаях, когда имеются случайные воздействия и результаты представляются в виде закона распределения выходных переменных.

Процедуры определения средних значений. Используются, если имеются случайные воздействия. Необходимые результаты представляются в виде средних значений.

Описание концептуальной модели системы. Модель описывается в абстрактных терминах и понятиях. Здесь же дается описание модели с использованием типовых математических схем. Также на этом шаге окончательно принимаются гипотезы и предположения и обосновывается выбор процедур аппроксимации.

Проверка достоверности исходной информации, анализ принятых аппроксимаций и исследование гипотез и предположений. Один из методов проверки достоверности – использование операций обратного перехода от модели к содержательному описанию. 

3. Порядок составления технической документации следующий:

1) подробная постановка задачи моделирования;

2) анализ задачи моделирования;

3) критерии оценки эффективности системы;

4) параметры и переменные модели;

5) гипотезы и предположения, принятые в ходе построения модели;

6) описание модели в абстрактных терминах и понятиях.

Вопросы для самоконтроля:

1. Какие блоки используются при построении концептуальных моделей.

2. На каком этапе получается формальное описание модели.

3. Как определяются параметры модели.

4. Как определяются процедуры аппроксимации.

5. Для чего используются гипотезы и предложения.

3.3. Алгоритмизация модели и ее машинная реализация

1. Блочный подход к процессу алгоритмизации.

2. Подэтапы алгоритмизации.

3. Список технической документации.

1. Прежде чем рассматривать подэтапы алгоритмизации и машинной реализации модели, остановимся на основных принципах построения моделирующих алгоритмов.

Процесс функционирования системы можно рассматривать как последовательную смену ее состояний: 
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[image: image148.wmf]лежит в промежутке [t0,T]. Пусть состояние системы в любой момент времени может быть однозначно определено. Существует два основных принципа построения моделирующих алгоритмов: принцип “∆t” и принцип особых состояний (принцип “(z”).

1. Принцип “∆t”. Организуется счетчик системного времени, который в начальный момент времени установлен равным t0. Для этого момента известно значение вектора состояний 
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0. Прибавим к t0 интервал ∆t, тогда счетчик системного времени примет значениеt1= t0+∆t. Для t1 вычисляем значение 
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(t1), затем изменяем счетчик t2 = t1+∆t = t0+2∆t, вычисляем 
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(t2)… и т.д. Если ∆t достаточно мал, то можно получить приближенное значение состояний системы.

Недостаток: принцип “∆t” не экономичен с точки зрения машинного времени, особенно для систем, в которых события происходят редко.

2. Принцип “(z”. В этом случае выделяем в системе особые и неособые состояния. В особых состояниях значение функции состояния изменяется скачком, в неособых – функция состояния изменяется плавно и непрерывно или не изменяется вообще.

Следя при моделировании только за особыми состояниями, можно получить информацию, которая требуется для построения функций состояния.

Отличие от “∆t”: требуется определить моменты t(, которые соответствуют особым состояниям.

Удобной формой представления логической структуры модели являются схемы. Различают схемы моделирующих алгоритмов и схемы программ.

Схема моделирующего алгоритма – последовательность логии-ческих операций, отражающих функционирование реальной системы, т.е. как последовательно будет моделироваться работа системы.

Логические схемы алгоритмов могут быть обобщенными и детальными. Обобщенные логические схемы задают общий порядок действий, т.е. что надо выполнить на очередном шаге моделирования. Детальная схема содержит уточнения: не только что выполнить, но и как это сделать.

Схема программы отображает порядок программной реализации моделирующего алгоритма с использованием конкретного математи-ческого обеспечения. Схема программы представляет собой интер-претацию логической схемы моделирующего алгоритма разработ-чиком программы на базе конкретного алгоритмического языка. Ее отличие от логических схем в том, что она учитывает выбор конкретного средства программирования.

2. Шаг 1. Построение логической схемы модели. Рекомендуется строить по блочному принципу. Для этого проводится разбиение процесса функционирования системы на отдельные подпроцессы. Они соответствуют основным блокам. Кроме основных блоков используются вспомогательные блоки. Они не отражают функций реальной системы, а используются для машинной реализации и фиксации результатов.

Шаг 2. Получение математических соотношений. Там, где это возможно, получаем математические соотношения в явном виде.

В результате этих 2-х шагов получаем схему машинной модели. Она включает:

– описание имеющихся блоков и их наименование;

– схему взаимодействия блоков;

– задание математических соотношений в явном виде.

Таким образом, логическая схема отражает аналитико-имитаци-онный подход к моделированию.

Шаг 3. Проверка достоверности модели. Определяется насколь-ко логическая схема модели и выбранные математические соотно-шения отражают замысел модели. При этом проверяется:

– возможность решения поставленной задачи;

– точность и полнота логической схемы;

– правильность математических соотношений.

Шаг 4. Выбор вычислительных средств. 

Выбранное средство должно:

– обеспечивать все этапы реализации модели;

– обеспечивать своевременное получение результата.

Шаг 5. Построение схемы программы.

Схема программы отражает:

– разбиение модели на блоки и подблоки;

– особенности программирования на выбранном языке;

– форму входных и выходных параметров.

Шаг 6. Проверка достоверности схемы программы: сопоставля-ется логическая схема и схема программы.

Шаг 7. Программирование на ЭВМ.

Шаг 8. Проверка достоверности разработанной программы. Она включает:

– обратный перевод программы в логическую схему;

– проверку отдельных частей программы при решении тестовых примеров;

– проверку программы в целом на контрольном примере.

3. Составление технической документации:

– логическая схема и ее описание;

– адекватная схема программы и принятые обозначения;

– полный текст программы;

– перечень входных  выходных переменных с пояснениями;

– инструкция по работе с программой.

Вопросы для самоконтроля:
1. Каковы основные принципы построения моделирующих алго-ритмов.

2. Что такое схема моделирующего алгоритма.

3. В чем особенности схемы программы.

4. Как проверяется достоверность схемы программы.

3.4. Получение и интерпретация результатов моделирования

1. Требования к оценкам результатов.

2. Подэтапы получения и интерпретации результатов.

3. Список технической документации.

1. В ходе моделирования вырабатывается информация о состоянии исследуемой системы. Эта информация является исходным материалом для формирования приближенных оценок, так называемых критериев оценки эффективности системы. Критерии оценки – это любой количественный показатель, по которому можно судить о результатах моделирования. В ходе машинного моделирования поведение модели исследуется на заданных интервалах [0;Т]. В общем случае критерии оценки – это некоторая векторная случайная функция, заданная на этом интервале: 
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(t), где t лежит в промежутке [0;T].

Пусть состояние системы проверяется каждые ∆t единиц времени. При этом рассчитывается значение критерия 
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(j∆t), j=0,…,k, k=T/M. Таким образом, о свойствах случайного процесса 
[image: image155.wmf]q

r

(t) судят по свойствам случайной последовательности 
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(j∆t), j=0,…,k или, иначе говоря, по свойствам M-мерного вектора вида: 
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Процесс функционирования системы на интервале [0,Т] называется прогоном модели. Прогоны повторяются N раз, в результате получаем независимые реализации  
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В общем случае процесс фиксации результатов содержит 3 цикла:

1) внутренний, позволяющий получить последовательность 
[image: image164.wmf]q
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;

2) промежуточный, организует N прогонов. Число  N определяется требуемым объемом выборки или заданной точностью результатов моделирования (обычно N≥30);

3) внешний, охватывает два предыдущих и организует поиск оптимальных структур, алгоритмов или параметров.

Рассмотренная схема позволяет вести статистическую обработку результатов моделирования в наиболее общем случае. В частных случаях можно ограничиться более простыми схемами. 

1. Если свойства системы определяются значением критерия в некоторый заданный момент времени t*, например, в конце моделирования. Тогда оценивается распределение N-мерного вектора qi(t*), i=1(N;

2. Если в системе спустя некоторое время устанавливается стационарный режим, тогда можно не делать N прогонов. Вместо этого берется достаточно длинный период моделирования. Пусть в момент времени t’=k’∆t – момент начала стационарного режима, тогда обрабатывается значение 
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1(j∆t), j≥k’. Для рассмотренной схемы это означает, что исключается промежуточный цикл. 

2. Рассмотрим подэтапы получения и обработки результатов.

1. Планирование машинных экспериментов с моделью. 

Цель планирования – получить максимум результатов при минимальном количестве экспериментов.

2. Проведение расчетов. 

Машинное моделирование рационально проводить в два этапа:

- контрольные расчеты выполняются для проверки свойств модели: адекватности модели, определения длины переходного периода, оценки чувствительности откликов и т.д.;

- рабочие расчеты включают в себя: подготовку исходных данных; проведение расчетов на компьютере и получение выходных данных, т. е. результатов моделирования.

3. Анализ результатов моделирования. 

Необходимо, чтобы исследователю выдавались только те результаты, которые нужны для дальнейшего анализа. Также необходимо полнее использовать возможности компьютера с точки зрения обработки результатов моделирования и представления этих результатов в наиболее наглядном виде. Вычисление статистических характеристик перед выводом результатов повышает эффективность использования модели и сводит к минимуму работу исследователя модели по обработке выходной информации после ее вывода.

4. Представление результатов моделирования.

Здесь обосновывается и выбирается форма представления результата: таблица, график, схема, диаграмма.

5. Интерпретация результатов.

Получив и проанализировав результаты моделирования, их нужно интерпретировать по отношению к моделируемому объекту, т.е. системе S. Основное содержание этого подэтапа — переход от информации, полученной в результате машинного эксперимента с моделью, к информации применительно к объекту моделирования, на основании которой и будут делаться выводы относительно характеристик процесса функционирования исследуемой системы.

6. Подведение итогов и выдача рекомендаций.

При подведении итогов моделирования должны быть отмечены главные особенности полученных в соответствии с планом результатов, проведена проверка гипотез и предположений и сделаны выводы на основании этих результатов. Все это позволяет сформулировать рекомендации по практическому использованию результатов моделирования.

3. Составление технической документации.

- план проведения эксперимента;

- исходные данные для моделирования;

- результаты моделирования;

- анализ и оценка результата;

- выводы по полученным результатам и рекомендации по улучшению работы реальной системы.

Вопросы для самоконтроля:
1. Для чего нужно планирование экспериментов.

2. Дайте определение прогона модели.

3. Перечислите этапы фиксации результатов.

4. В чем отличие контрольных и рабочих расчетов.

5. Какие существуют формы представления результатов модели-рования

Тема 4. Метод Монте-Карло как алгоритмическая основа имитационного моделирования. Построение имитационных алгоритмов для монте-карловских моделей

4.1. Общая характеристика метода статистического моделирования систем

1. Понятие метода статистического моделирования.

2. Пример использования для решения задач различного характера.

1. Статистическое моделирование – это метод получения с помощью ЭВМ статистических данных о процессах, происходящих в моделируемой системе. Теоретическая основа метода статистичес-кого моделирования – предельные теоремы теории вероятностей. Они гарантируют высокое качество статистических оценок при большом числе испытаний N. Приемлемые результаты (для практики) могут быть получены при сравнительно (для ЭВМ) небольших N. Например:

Теорема Бернулли: частота появления стремится к вероятности.

Теорема Чебышева: среднее арифметическое стремится по вероятности к математическому ожиданию.

Центральная предельная теорема: если ξ1, ξ2, …, ξn, – независимые, одинаково распределенные случайные величины, то при n→∞ распределение ∑ξi приближается к нормальному закону.

В результате статистического моделирования получается серия конкретных значений искомых величин. Затем производится статис-тическая обработка полученных данных, которая позволяет получить сведения о поведении реального объекта в произвольные моменты времени. Если количество прогонов N достаточно велико, то полученные результаты становятся статистически устойчивыми и вследствие этого могут быть приняты в качестве оценок искомых величин. 

2. Статистическое моделирование может применяться не только для стохастических систем. Рассмотрим применение данного метода на примерах.

Пример 1. Детерминированная задача.

Необходимо методом статистического моделирования найти оценку площади фигуры. 
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Рисунок 4.1 – Постановка задачи

Аналитическое решение задачи – это вычисление интеграла 
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. Чтобы решить задачу методом статистического моделирования, надо построить адекватную по выходным характе-ристикам стохастическую систему.
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Рисунок 4.2 – Схема стохастической системы для оценки площади фигуры

Вначале генерируются две случайные величины xi и xi+1. Эти величины соответствуют координатам некоторой точки в двумерном пространстве (рисунок 4.1).

В блоке В вычисляется f(xi).

В блоке A анализируются координаты точки (xi, xi+1):
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т.е. hj будет равно 1 в том случае, если точка с координатами (xi, xi+1) попадет в искомую площадь фигуры.

В блоке C вычисляется: 
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 – количество точек, попавших ниже кривой.

Оценкой площади фигуры будет частота попадания точек ниже кривой – величина 
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Пример 2. Вероятностная задача. 

Проводим 10 независимых выстрелов по мишени. Вероятность попадания при одном выстреле задана и равняется p. Надо оценить вероятность того, что число попаданий будет четным. 

Задача имеет аналитическое решение:
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Статистическое моделирование данной задачи основывается на следующем факте. Если имеется случайная величина на отрезке 
(0, 1), то вероятность попадания в отрезок (0, p) будет равна p, p
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Для решения задачи необходимо построить соответствующую стохастическую систему. Она может быть представлена в виде следующей схемы.
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Рисунок 4.3 – Стохастическая система для оценки вероятности четного числа попаданий

На вход системы поступает случайная величина xi. Она позволяет оценить, попал выстрел или нет.

В блоке A1 оценивается попадание:
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Случай hi =1 соответствует попаданию в цель.

В блоке C вычисляется 
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 – количество попаданий для 10 выстрелов.

В блоке A2 количество попаданий проверяется на четность и вычисляется выходное значение 
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Проведя N экспериментов, можно получить оценку искомой вероятности 
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Таким образом, статистическое моделирование может использо-ваться для исследования систем различной природы. Но предва-рительно нужно построить соответствующую стохастическую систе-му такую, чтобы ее выходные характеристики дали возможность оценить искомые характеристики.

Вопросы для самоконтроля:

1. Почему статистическое моделирование применяется именно для машинных моделей.

2. Перечислите теоретические основы метода статистического моделирования.

3. Для каких задач может использоваться метод статистического моделирования.

4. Можно ли напрямую применять метод статистического моделирования для детерминированных задач.

5. Какие изменения нужно внести в задачу для применения метода статистического моделирования.

4.2. Псевдослучайные числа и процедуры их машинной генерации. Требования к базовому генератору

1. Методы получения случайных чисел.

2. Понятие базовой генерации.

3. Процедуры генерации.

1. Существует три основных способа генерации случайных чисел:

1) аппаратный;

2) табличный; 

3) алгоритмический.

При аппаратном способе случайные числа вырабатываются специальной электронной приставкой (генератором случайных чисел). Работа генераторов случайных чисел основана на использовании некоторых свойств физических явлений (шумов электронных ламп, излучений радиоактивных источников и т.п.), которые формируют случайные процессы близкие к равномерному. 

Достоинства. Запас чисел не ограничен, расходуется мало операций, не занимает место в памяти машины. 

Недостатки. Требуется периодическая проверка, нельзя воспроизвести последовательность, требуются меры по обеспечению стабильности.

При табличном способе случайные числа, оформленные в виде таблиц, помещаются в файл. 

Достоинства. Требуется однократная проверка качества последовательности случайных величин, можно воспроизводить последовательности. 

Недостатки. Ограниченный запас чисел, требуется время на считывание файлов.

При алгоритмическом способе случайные числа формируются с помощью специальных алгоритмов и реализующих их программ. 

Достоинства. Требуется однократная проверка, можно воспроизводить последовательности, занимает мало места в памяти и не требует внешних устройств. 

Недостатки. Запас чисел последовательности ограничен ее периодом, требуются затраты машинного времени.

2. При моделировании на ЭВМ программная имитация случайных воздействий любой сложности сводится к генерированию некоторых базовых процессов и последующему функциональному преобразованию. В общем случае в качестве базового может быть выбран любой удобный процесс. Однако при дискретном моделировании в качестве базовой используется последовательность {xi}, i=0(N, которая является повторной выборкой из равномерно распределенной на интервале (0,1) генеральной совокупности.

Непрерывная случайная величина имеет равномерное распре-деление на (0,1), если ее функции плотности и распределения имеют вид:
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Математическое ожидание непрерывной случайной величины будет равно 
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Так как в ЭВМ действительные числа представляются с ограниченной точностью, то фактически будут генерироваться целые числа xi в интервале от 0 до 2n-1, где n – число разрядов машинного слова. Тогда дробь 
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 попадает в интервал (0,1). Закон распределения такой дискретной последовательности называют квазиравномерным распределением. Случайная величина, имеющая квазиравномерное распределение принимает значение 
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 с вероятностью 
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. Получим математическое ожидание и дисперсию для квазиравномерной случайной величины
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Таким образом, для равномерного и квазиравномерного распределений математическое ожидание совпадает, а дисперсия отличается множителем, который стремится к 1 при n → ∞. На ЭВМ для получения значений случайные величины используются формулы (алгоритмы), поэтому такие последовательности являются, по сути, детерминированными и называются псевдослучайными.

Сформируем набор требований, который должен удовлетворять идеальный генератор. Последовательность случайных чисел, которую он вырабатывает, должна: состоять из квазиравномерно распределенных чисел; содержать статически независимые числа; быть воспроизводимой; иметь неповторяющиеся числа; должна получаться с минимальными затратами машинного времени.

3. Наиболее часто на практике для генерации последователь-ностей используются рекуррентные соотношения первого порядка вида: xi+1=Ф(xi), для которого 
[image: image187.wmf]0
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 и постоянные параметры заданы. При этом функция Ф должна быть определенного типа, в частности, ее график должен достаточно плотно заполнять интервал (0,1).
Рассмотрим процедуры получения последовательности псевдо-случайных чисел.

Метод серединных квадратов.

Пусть имеется некоторое число меньше единицы, имеющее 2n разрядов: 0,а1а2…а2n. Возводим его в квадрат, в результате получаем 0,b1b2…b4n, имеющее 4n разрядов. В качестве следующего числа последовательности выбираем средние 2n разрядов xi+1=0,bn+1bn+2…b3n.
Пример 1.

xi=0,a1a2…a2n
 x1=0,4115

xi2=0,в1в2,…в4n
 x12=0,16933225
xi+1=0,вn+1…в3n 
 x2=0,9332

Недостаток этого метода – наличие корреляции между числами последовательности. В некоторых случаях случайность может вообще отсутствовать. Например:
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Кроме того, начиная с некоторой итерации i( может наблюдаться вырождение последовательности, т.е. xi=0, ( i( i(.

Конгруэнтные процедуры.

Эти процедуры основаны на понятии конгруэнтности. Два целых числа ( и ( конгруэнтны или сравнимы по модулю (где m – целое), тогда и только тогда, когда существует целое число k такое, что (-(=km. По сути, ( является остатком от деления (  на m. Обозначается конгруэнтность символом ≡.

521 ( 21 (mod 102)
521 ( 1 (mod 10)

1008 ( 8 (mod 103)

Конгруэнтную процедуру можно записать в виде следующего соотношения:

xi+1=(xi+( (mod m) .
(4.1)

Если заданно начальное значение x0, множитель ( и константа (, то формула (4.1) однозначно определяет последовательность целых чисел, составленную из остатков от деления на m членов последо-вательности.

x1 ( (x0+( (mod m) 
x2 ( (x1+( (mod m) (  (((x0+() +( (mod m)
………………….
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Таким образом, для любого I xi ( m, поэтому можно построить последовательность рациональных чисел {Ui}, где Ui =xi/m,  0(Ui(1

Конгруэнтная процедура может реализовываться несколькими способами.

1. Мультипликативный метод.

Для получения чисел последовательности используется соотношение xi+1=(xi (mod m).

Для математической реализации в качестве модуля обычно используется m=pg , где p – число цифр в системе исчисления,  g – число разрядов в машинном слове. В случае двоичной  системы счисления алгоритм сводится к следующей последовательности действий.

1) выбирается в качестве x0 произвольное нечетное число. В 
а-честве ( = 8t ± 3 (mod8) .Максимальный период получаемой последовательности равен 2n-2, он достигается когда ( равно 3 или 5 по модулю 8;

2) вычисляется (x0. Полученное число будет иметь 2g разрядов;

3) в качестве x1 берем g младших разрядов;

4) затем вычисляем элемент последовательности рациональных чисел U1=x1 /2g;

5) присваиваем x0 = x1и переходим к шагу 2).

Пример 1.

Необходимо получить числа последовательности для случая g=4, используя приведенный алгоритм мультипликативного метода: 

1) выбираем начальное значение 
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 (в десятичной системе счисления) или 
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 (в двоичной системе счисления);

2) выбираем (. Для этого возьмем t=1, тогда (10 =11 или (10 =5. Пусть (10 =5(в десятичной системе счисления) или (2 =0101 (в двоичной системе счисления);

3) рассчитываем произведение (x0, берем g младших разрядов, вычисляем x1; присваиваем x0 = x1 и т.д. (выполняем п. 2-4 алгоритма):
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2. Смешанный метод.

Числа последовательности получаются с использованием соотношения: xi+1=(xi+( (mod m) ( ( 0 .

В отличие от мультипликативного метода вышеупомянутый ме-тод заключается в том, что появляется дополнительный параметр (≠0. С вычислительной точки зрения смешанный метод генерации сложнее мультипликативного на одну операцию сложения, но при этом возможность выбора дополнительного параметра позволяет уменьшить возможную корреляцию получаемых чисел.

3. Двойной смешанный метод.

В этом методе происходит двойное обращение к генератору, который формирует псевдослучайные числа с использованием конгруэнтных процедур. Затем происходит преобразование по формуле  xi+1((xi + xi-1) (mod m) .

4. Метод возмущения основного алгоритма.

Используются генераторы случайных чисел на базе конгруэнт-ных процедур. В качестве начального значения x0 выбирается число, которые генерируются по одному методу. Затем формируется после-довательность по другому алгоритму с полученным начальным зна-чением x0.

Вопросы для самоконтроля:

1. В чем недостаток алгоритмического метода получения случайных чисел.

2. Почему числа называются псевдослучайными.

3. В чем особенность получения случайных чисел на компьютере.

4. Какие вы знаете процедуры получения случайных чисел.

5. Чем определяется качество случайных чисел, полученных конгруэнтным методом.

4.3. Способы получения случайных величин для различных распределений

1. Получение случайных величин для дискретных распределений.

2. Получение случайных величин для непрерывных распределений

3. Моделирование марковских цепей.

1. Рассмотрим способы получения случайных величин для дискретных распределений.

Моделирование случайных событий.

Пусть имеется случайное событие А, которое может произойти с вероятностью p. Для моделирования этого события воспользуемся следующим фактом. Если имеется случайная величина на отрезке 
(0, 1), то вероятность попадания в отрезок (0, p) будет равна p, p
[image: image196.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image197.wmf]£

 1. 

Генерируем случайную величину U, равномерно распределенную на интервале (0,1), позволяющую определить, произошло событие или нет. Если U (  p, то событие А произошло, в противном случае не произошло.

Случайный выбор из конечного множества.

Чтобы получить случайное число x между 0 и некоторым k(1, необходимо выполнить одно присваивание x=k∙U, где U является равномерно распределенной на интервале (0,1) величиной.

В более общем случае требуется приписать к различным целым числам различные веса.

Пусть x принимает значение 
x=x1 с вероятностью 
 p1
x=x2      



p2

…..


x=xn




pn
Тогда х можно вычислить следующим образом: 
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где U является равномерно распределенной на интервале (0,1) величиной.

Геометрическое распределение.

Пусть некоторое событие происходит с вероятностью p. Число безуспешных испытаний, прошедших до получения этого события подчиняется геометрическому распределению:

	Значение N
	1
	2
	…
	n

	Вероятность
	p
	p·(1-p)
	…
	p·(1-p)n


Чтобы получить случайную величину с таким распределением используется следующая формула:
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где U является величиной, равномерно распределенной на интервале (0,1).
Распределение Пуассона.

Распределение Пуассона характеризует число реализаций событий, каждое из которых может произойти в любой момент времени. Вероятность того, что количество событий N = n будет 
[image: image200.wmf]!
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 , где   ( - математическое ожидание и дисперсия случайной величины.

Для простейшего потока событий ((((, где (-интенсивность, ( - промежуток времени.

Для получения случайной величины с распределением Пуассона используется следующий алгоритм:

Шаг 1. p=e-(, N=0, q=1.
Шаг 2. Генерируем случайную величину U равномерно распределенную на интервале (0,1).
Шаг 3. Считаем значение q=q∙U.
Шаг 4. Если q ( р, то N=N+1, и переход на шаг 2, в противном случае N - искомое число.

2. Экспоненциальное распределение.
Экспоненциальное распределение является непрерывным, поэтому  сформулируем правило в общем виде.

Пусть необходимо получить случайную величину, имеющую функцию распределения F(x)=P{X ( x}. Функция распределения принимает все значения между 0 и 1. Если функция распределения непрерывна и строго возрастает, то существует обратная функция     F -1(U) такая, что если U пробегает все значения от 0 до 1, то U=F(x) тогда и только тогда, когда x= F -1(U). Поэтому общий способ получения случайной величины x со строго возрастающей функцией распределения F(x) заключается в следующем: генерируется случайная величина U, равномерно распределенная на интервале (0,1), и в качестве х принимается величина F -1(U). Проблема заключается в получении F -1.
Рассмотрим функцию 
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, где μ - среднее значение случайной величины х: 
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Величина х будет иметь экспоненциальное распределение с параметром μ.
Равномерное распределение на интервале (a,b).

Для получения x , равномерно распределенного на интервале (a,b), воспользуемся следующим соотношением: x=a+(b-a) U. Здесь U является величиной, равномерно распределенной на интервале (0,1).

Нормальное распределение.

Нормальное распределение со средним значением равным 0 и отклонением равным 1 можно получить тремя способами.
1) осуществляется по следующему алгоритму:

Шаг 1. Вырабатывается два случайных числа U1 и U2, равномерно распределенные на интервале (0,1). 
Шаг 2. Формируются два числа V1=2U1-1 и V2=2U2-1. 
Шаг 3. Считается некоторая величина S= V21+V22 
Шаг 4. Проверяется условие: если S(1, то шаг 1, в противном случае x1=V1 
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В результате получается две независимых нормально распределенных величины x1 и x2.

2) основан на центральной предельной теореме:

В начале вырабатывается 12 равномерно распределенных на интервале (0,1) случайных величин U1,… U12:
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Полученное число х является нормально распределенным со средним значением равным 0 и отклонением равным 1.
3) основан на центральной предельной теореме:
Вырабатывается 6 равномерно распределенных на интервале (0,1) случайных величин U1,… U6 :
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 и делается поправка 
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. Число х* является нормально распределенным со средним значением равным 0 и отклонением равным 1.

Чтобы получить нормальное распределение величины с параметрами m не равным 0 и ( не равным 1, нужно применить преобразование Y=m+(∙x, где x является нормально распределенной случайной величиной со средним значением равным 0 и отклонением равным 1.
3. Марковские процессы это специальный вид случайных процессов, у которых вероятностная зависимость между состояниями распространяется только на близкие состояния. Эта особенность называется свойством отсутствием последствия. Для таких систем, чтобы предсказать состояния процессов в будущем, достаточно знать состояние в текущий момент. Если число состояний счетное, то такие процессы называются Марковскими цепями. Из каждого состояния Si система может перейти в состояние 
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 с вероятностью pij. Для определения Марковских цепей, кроме вероятности перехода pij,, необходимо задать начальную вероятность.

Из имеющихся вероятностей составляется матрица переходов:
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Чтобы определить вероятность того, что на k+1 шаге система будет находиться в состоянии Sj, можно воспользоваться формулой вероятности
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Рассмотрим технику моделирования Марковских цепей. Для этого берем n отрезков (0,1). Каждый отрезок разбиваем на участки, соответствующие строкам матрицы переходов. Чтобы определить, в какое состояние перейдет система, генерируем случайное число и определяем, в какой интервал оно попадает. Пусть число попало в i-й интервал. Это означает, что система переходит в состояние Sj. Чтобы определить следующее состояние системы, используем i-й отрезок. Опять генерируем случайное число и определяем, в какой интервал на i-м отрезке попадает число. Номер интервала, в который попало число, определяет номер состояния, в которое переходит система. Процесс продолжается в течение требуемого числа итераций.

Вопросы для самоконтроля:

1. Какие числа используются в качестве базовых.

2. Какой подход применяется для получения случайных чисел, имеющих равные вероятности появления.

3. В чем особенности получения чисел с разными вероятностями.

4. Какой подход используется для получения непрерывных распределений.

5. Как получается случайные величины, имеющие экспонен-циальное распределение.

6. Какой из подходов используется при моделировании марков-ских цепей.

4.4. Универсальные и эмпирические тесты для проверки качества последовательностей псевдослучайных чисел

1. Проверка равномерности.

2. Проверка независимости.

3. Проверка случайности методами интервалов и серий.

1. Для проверки равномерности можно использовать универ-сальные статистические тесты и тесты эмпирические. Рассмотрим сначала универсальные статистические тесты.

Критерий 
[image: image217.wmf]2
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Предположим, что все возможные результаты испытаний разделены на k категорий. Проводится n независимых испытаний (исход каждого испытания не влияет на исход остальных). Пусть ps - вероятность того, что результат испытания попадет в категорию S, и пусть Ys - число испытаний, которые действительно попали в категорию S. Сформируем статистику:
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Формулу (4.2) можно преобразовать к виду, более удобному для вычислений:
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(4.3)
Затем V сравнивается с числом из таблицы для распределения (2 при количестве степеней свободы ( = k - 1. Если V меньше значения, соответствующего p = 0.99, или больше значения, соответствующего p = 0.001, то результаты бракуются как недостаточно случайные. Если p лежит между 0.99 и 0.95 или между 0.05 и 0.01, то результаты считаются "подозрительными". При значениях p, заключенных между 0.95 и 0.90 или 0.10 и 0.05, результаты "слегка подозрительны". Часто с помощью критерия (2 проверяют, по крайней мере, три разные части исследуемого ряда чисел. Если не менее двух раз из трех результаты оказываются подозрительными, числа отбрасываются как недостаточно случайные.

Критерий Колмогорова - Смирнова (КС - критерий).

Критерий (2 применяется в тех случаях, когда результаты испытаний разделяются на конечное число k категорий. Однако часто случайные величины могут принимать бесконечно много значений. В теории вероятностей и математической статистике непрерывные слу-чайные величины описываются с помощью функции распределения:
Fn (x) = p { X ( x } .
(4.4)
Используя значения x1, x2, ... , xn случайной величины X, можно построить эмпирическую функцию распределения.
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где 
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При увеличении n функции Fn(x) должны все более точно аппроксимировать F(x). КС-критерий можно использовать в тех случаях, когда F (x) не имеет скачков, и он должен указать насколько маловероятны большие расхождения между Fn(x) и F (x). Для этого используются следующие статистики:
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(4.6)

где Kn+ показывает, каково максимальное отклонение для случая Fn>F, а Kn- для Fn < F. Множитель 

 нормирует статистики (4.6) таким образом, чтобы стандартное отклонение не зависело от n. Далее, как и в случае критерия (2, сравнивают значения (4.6) с табличными и определяют, имеют ли они высокую или низкую значимость.

Формулы (4.6) не годятся для машинных расчетов, так как требуется отыскать максимальное среди бесконечного множества чисел. Однако, учитывая, что F(x) неубывающая функция, а Fn(x) имеет конечное число скачков, можно определить статистики (4.6) с помощью следующего алгоритма:

определяются выборочные значения x1, x2, ... , xn;
значения хi располагаются в порядке возрастания так, чтобы 
x1 ( x2 ( ... ( xn;

статистики (4.6) вычисляются по следующим формулам:
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Смешанный критерий (КС–критерий и критерий 
[image: image225.wmf]2
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KС-критерием можно пользоваться в сочетании с критерием (2, чтобы получить лучшую процедуру отбраковки датчиков, как правило, два подозрительных из трех проверок.

Пусть с помощью критерия (2 были независимо обработаны 20 разных участков случайной последовательности, в результате чего были получены значения V1, V2, ..., V20 . По этим значениям строится эмпирическая функция F20(x) и сравнивается с теоретической функцией распределения, которую можно получить из таблиц распределения (2. После определения статистик K20+ и K20- формируется окончательное суждение об исходе проверки последовательности с помощью критерия (2.

Рассмотрим теперь эмпирические тесты для проверки равномерности последовательности.

По гистограмме.

Пусть числа последовательности равномерно распределены на интервале (0,1). Этот интервал разбиваем на m равных частей. Тогда любое из чисел Ui попадет в некоторый j интервал с вероятностью 
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, а N – количество сгенерированных чисел. Частота попадания чисел в интервал j будет 
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. При достаточно больших N экспериментальная гистограмма приближается к прямой 1/m.

Оценка степени приближения может быть приведена с использованием какого-то критерия согласия. На практике обычно выбирают m=20(50;

N=(100(1000)m

Проверка по косвенным признакам.

В начале сгенерированная последовательность из N чисел разбивается на две подпоследовательности.

[image: image528.wmf])

1

(

2

a

s

-

=

d

N

 
[image: image229.wmf]1

2

3

1

,...,

,

-

i

x

x

x

,

 
[image: image230.wmf]i

x

x

x

2

4

2

,...,

,

,

[image: image231.wmf]2

1

N

i

¸

=


Затем проверяется условие 
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для всех 
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. Если условие выполняется, то значение счетчика увеличивается на единицу. В результате получаем некоторое значение k(N/2. Геометрически (4.8) означает, что точка попадает в сектор единичного круга, причем в любом случае точка всегда попадает внутрь единичного квадрата. Вероятность попадания в сектор 
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, поэтому если числа равномерно распределены, то при достаточно больших N число 
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Проверка равномерности с помощью КС-критерия.

Равномерность можно определить с помощью КС-критерия, где теоретическая функция распределения F(x)=x 0 ( x ( 1
[image: image238.wmf]
2. Проверка независимости может осуществляться двумя способами. Первый способ основан на вычислении корреляционного момента. Корреляционный момент характеризует рассеивание случайных величин и зависимости. Если случайные величины независимы, то корреляционный  момент равен нулю. Для проверки вводим фиктивную последовательность {Ui+(}, которая является частью исходной последовательности со сдвигом (. Корреляционный момент можно вычислить по следующей формуле:
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коэффициент корреляции
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Здесь в процессе вычисления на ЭВМ высчитываются все суммы, а затем в конце – требуемый коэффициент при достаточно большом N. При выбранной доверительной вероятности ( выполнение условия 
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 означает корреляционную независимость числовой последовательности.

Второй способ проверки независимости основан на вычислении последовательной корреляции. Для этого вычислим статистику:
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Это коэффициент последовательной корреляции, который служит мерой зависимости Uj+1 от Uj. Желательно, чтобы C было близко к 0, но не равно ему, так как U0U1 и U1U2 не являются независимыми. Хорошим следует считать значение C, которое находится в 95% всех случаев в пределах между (n - 2(n и (n + 2(n , где 
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3. Для проверки случайности последовательности существует несколько тестов.

Проверка интервалов. В этом тесте проверяется длина интервалов между появлением значений Uj, принадлежащих некоторому заданному отрезку  (0 ( Uj < 1). Если ( и ( - два действительных числа, причем 0((<(<1, то подсчитываются длины последовательностей Uj,Uj+1,...,Uj+r, в которых только Uj+r лежит между ( и (. Такая последовательность из r+1 чисел определяет интервал длины r.

Для определения длин интервалов можно использовать следующий алгоритм. Заводим счетчик для подсчета количества интервалов соответствующей длины:

count[i] – 0<=i<=t-1 – количество интервалов длины i;

count[t] - количество интервалов длины >=t.

Расчет продолжается до тех пор, пока не будет зарегистрировано всего n интервалов.

Пока    i ( n   




// n – количество интервалов

j=0

пока (U( ( или U (()   j++ 
// U – генерируемая случайная //величина

если j(t count[t]++

иначе count[j]++


    i=i+1

Полученные значения счетчика обрабатываются с помощью критерия (2 . Используются следующие вероятности: 

p0 = p, p1 = p(1-p), ..., pt-1 = p(1-p) t-1, pt = p(1-p)t,

где p=(-( – вероятность того, что ( ( U < (. Значения n и t выбираются таким образом, чтобы среднее значение count[j] было 
не менее 5.

Проверка серий. Проверяется равномерность и независимость пар следующих друг за другом случайных чисел. Для этого подсчитывается, сколько раз встречается каждая пара (Y2j, Y2j+1) при 0 ( j < n и Yi = Xi /d.

Значение d логично выбирать кратным степени 2, скажем, 32, 64, 128. Yi могут принимать значения от 0 до d-1. Затем применяется критерий (2 c числом категорий k = d2 и равными вероятностями 1/d2 во всех категориях.

Вопросы для самоконтроля:

1. Каковы эмпирические методы проверки равномерности последовательностей случайных чисел.

2. Какие универсальные методы проверки равномерности вы знаете.

3. Как по значению коэффициента корреляции можно оценить независимость последовательности случайных чисел.

4. Какой критерий используется для проверки случайности методом серий.

5. Какие значения критерия χ2 Пирсона означают хороший результат.

6. Что такое последовательная корреляция.

4.5. Проверка качества последовательностей псевдослучайных чисел

1. Проверка комбинаций

2. Проверка полного набора

3. Проверка перестановок

4. Проверка на монотонность

5. Тест «Наибольшее из t»

6. Экспериментальный метод для определения длины периода и длины отрезка апериодичности

Все тесты применяются для последовательности действитель-ных чисел {Ui}, равномерно распределенных на интервале (0,1). Однако некоторые тесты предназначены для целых чисел в диапазоне от 0 до D-1. В этом случае необходимо выполнить простейшее преобразование Yi=D( Ui. Проверка качества производится для последовательности {Yi }.
1. Проверка комбинаций.
В классическом тесте рассмотрим n-групп из пяти следующих друг за другом чисел 
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. Выделяются следующие типы комбинаций:


1 - все разные (abcde)


2 - одна пара (aabcd)


3 - две пары (aabbc)


4 - три одного вида (aaabc)


5 - полный сбор (aaabb)


6 - четыре одного вида (aaaab)


7 - пять одного вида (aaaaa)

С помощью критерия 
[image: image248.wmf]2
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проверяется, соответствуют ли частоты вероятностям. Для облегчения программирования тест упрощается - считается количество несовпадающих чисел


1 - все несовпадающие


2 - четыре несовпадающих


3 - три несовпадающих


4 - два несовпадающих


5 - нет разных

В общем случае можно рассмотреть n - групп из k следующих подряд чисел 
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 и подсчитывается число групп, имеющих r различных чисел. Затем применяется критерий 
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 со следующими вероятностями:
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где 
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 – число Стирлинга – количество способов, которыми можно разместить k элементов по r непересекающимся категориям. 

Числа Стирлинга получают из специальных таблиц – треуголь-ников Стирлинга. Кроме того, для их расчёта можно использовать следующие формулы:
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Для случая 
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 вектор чисел Стирлинга будет иметь вид
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2. Проверка полного набора.

Используется последовательность Y0,Y1,... и определяются длина сегментов Yj+1,Yj+2,...,Yj+r, необходимых для того, чтобы собрать полный набор целых чисел от 0 до d-1. Для подсчета можно использовать следующий алгоритм:

Инициализация.


count[i]  
0<= i <= t, количество интервалов длины i;


count[t]  
, количество интервалов длины >= t;
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массив для проверки, собран ли полный набор.

Алгоритм. 

пока j<d 
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пока 
[image: image260.wmf][

]

0

¹

i

y

flag

  
[image: image261.wmf];

  

;

+

+

+

+

i

r




[image: image262.wmf][

]

+

+

+

+

=

j

r

y

flag

;

;

1

 

     если r>=t   
[image: image263.wmf][

]

+

+

t

count


иначе         
[image: image264.wmf][

]

+

+

r

count


Очевидно, что первые d элементов массива count (с индексами от 0 до d) будут пустые. После того, как алгоритм завершил работу, содержимое счетчиков count[d], count[d+1],..., count[t] обрабатывается с помощью критерия (2 с k=t-d+1 степенями свободы. Соответствующие вероятности равны
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 - числа Стирлинга

3. Проверка перестановок.

Разделим исходную последовательность на n групп по t элементов в каждой: (Yjt,Yjt+1,...,Yjt+t-1), 

. В каждой группе возможно всего t! вариантов относительного расположения чисел. Подсчитывается, сколько раз встречается каждое конкретное относительное расположение, после чего применяется критерий (2 с 
k = t! и вероятностями 1/t! .

При реализации этого теста удобно воспользоваться следующим алгоритмом анализа перестановок.

Любому набору несовпадающих элементов (Y1,...,Yt) ставиться в соответствие целочисленная функция f(Y1,...,Yt), такая, что 0 ( f(Y1,...,Yt) <t! и f(Y1,...,Yt)=f(Z1,...,Zt) в том и только в том случае, когда элементы в (Y1,...,Yt) и (Z1,...,Zt) расположены в одинаковом порядке. В алгоритме используется вспомогательный вектор (C1,...,Ct).

1. r=t

2. Пусть Ys=max(Y1,...,Yt). Тогда Cr=s-1.

3. Взаимозаменить Yr и Ys.

4. r=r-1

5. Если r>0, то вернуться на шаг 2.

6. f=Ct+tCt-1+t(t-1)Ct-2+t(t-1)*...*3C2=(...(C23+C3)4+...+Ct-1)t+Ct
C1 нигде не используется, так как из шага 2 следует, что C1 всегда рано 0, причем f(Y1,...,Yn)=0, если Y2<Y3<...<Yn<Y1; и f(Y1,...,Yn)=t-1, если Y1<Y2<...<Yn.

4. Проверка на монотонность.

Этот тест выявляет длины возрастающих подпоследователь-ностей чисел в исходной последовательности. Для корректного применения критерия (2 требуется выбрасывать элемент, непосредст-венно следующий за отрезком монотонности, т. е. в случае Xj>Xj+1 очередной отрезок начинается с Xj+2.

Пусть count[r] - количество отрезков длины r, где 1<r<t, а count[t] - количество отрезков длины 

. Тогда вероятность появле-ния отрезка длины r pr = 1/r!-1/(r+1)!, а вероятность появления отрезка длины ≥t - p[t]=1/t!. Критерий (2 применяется с k=t степенями свободы.

5. Наибольшее из t.

Пусть Vj = max (Utj,Ujt+1,...,Ujt+t-1) при 

. Применяется КС-критерий к последовательности V0, V1, ... , Vn-1, принимая в качестве теоретической функции распределения F(x)=xt, 0

x<1. Можно вместо этого проверять на равномерность последовательность 
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6. Экспериментальный метод для определения длины периода и длины отрезка апериодичности.

Этот метод используется для смешанной конгруэнтной проце-дуры 
[image: image270.wmf])
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Для этого:

1.Генерируется N (N=(1(5)(106) случайных чисел, начиная с x0, и фиксируется xN .

2. С тем же начальным x0 генерируется последовательность, пока не встретится некоторые xi1=xN, xi2=xN. Тогда длина периода будет p=i2-i1 .
3. Генерируется две последовательности. Одна последователь-ность с начальным x0, вторая – с начальным xp. Определим номер i3, для которого xi3 =xp+i3. Тогда длина отрезка апериодичности будет L=i3+p .

Вопросы для самоконтроля:
1. Что сохраняется в счетчике для метода интервалов.

2. Каким критерием пользуются в методе «наибольшее из t».

3. Какое важное условие нужно соблюдать при проверке на монотонность.

4. Какую величину описывает число Стирлинга.

5. Для чего используется массив флагов в методе полного набора.

6. Каковы свойства функции в алгоритме анализа перестановок.

Тема 5. Метод имитационного моделирования и перспективные средства программной поддержки (СМ MICIC)

5.1. Инструментальные средства моделирования систем

1. Понятие систем моделирования.

2. Классификация систем моделирования.

3. Инструментальные средства моделирования.

1. В процессе создания модели можно выделить 3 уровня ее построения: 

1. Концептуальная модель. Это систематизированное содержа-тельное описание моделируемой системы на неформальном языке. Концептуальная модель содержит исходную информацию для сис-темного аналитика, который будет выполнять формализацию.

2. Формальное описание. Для формального описания уже ис-пользуется определенная методология и технология. Далее формаль-ное описание преобразуется в программу-имитатор в соответствии с некоторой дисциплиной программирования.

3. Программа-имитатор. Процесс построения программы-ими-татора и проведения имитационных экспериментов с ней можно упростить за счет полной или частичной автоматизации перехода от одного уровня представления модели к другому. Для этой цели используются языки программирования. Преимуществами языков моделирования по сравнению с универсальными языками являются следующие особенности:

1) языки моделирования содержат абстрактные конструкции, в которых представляется формальная модель;

2) в системе моделирования алгоритмически реализована орга-низация квазипараллелизма;

3) языки моделирования содержат встроенные генераторы слу-чайных чисел;

4) в системах моделирования, как правило, автоматизирован сбор стандартной статистики и ее выдача в табличной и/или графи-ческой форме; 

5) в системах моделирования часто имеются средства, управля-ющие проведением имитационных экспериментов.

2. Языки моделирования можно разделить на две большие группы: языки моделирования конечного пользователя и методоори-ентированные языки. Языки моделирования конечного пользователя позволяют решать задачу моделирования на концептуальном уровне. Методоориентированные языки моделирования поддерживают опре-деленный класс аналитических или алгоритмических описаний. 

3. Любой из методоориентированных языков моделирования поставляется разработчиком как часть системы моделирования. Система моделирования – это совокупность следующих языковых и программных компонентов:

– язык моделирования;

– программные средства, обеспечивающие трансляцию и отлад-ку модели, а также работу стандартных функций;

– механизм управления системой моделирования, реализуемый в виде команд или оконной интегрированной среды.

По синтаксической основе различаются следующие типы языков моделирования:

1) языки, вложенные в базовый язык. Они строятся на основе проблемной ориентации базового языка и в простейшем случаи представляют собой библиотеку функций;

2) языки, расширяющие базовый язык. Они реализуются в виде препроцессора к базовой системе программирования и библиотеке функций;

3) языки с собственным синтаксисом. Для них поставляется компилятор и средства отладки программ – имитаторов.

Каждый класс языков моделирования характеризуется базовой схемой формализации. Это совокупность понятий, которые использу-ются для построения формального описания моделируемой системы и непосредственно представлены в языке моделирования.

Для систем (языков) непрерывного класса – это могут быть системы, структурные схемы, графы, связи.

Для дискретных языков выделяют: языки активностей; языки процессов; языки транзактов.

Вопросы для самоконтроля:

1. Какие компоненты имеет система моделирования.

2. Какие виды системы моделирования различают в зависимости от состава компонентов.

3. В чем особенность методоориентированных систем моделиро-вания.

4. Каковы особенности транзактного подхода.

5.2. Понятие модельного времени и организация квазипа-раллелизма

1. Понятие модельного времени.

2. Организация квазипараллелизма при реализации принципа «δz».

3. Организация квазипараллелизма при реализации принципа «Δt».

1. Пусть система состоит из некоторых компонентов Ki. Работа каждой компоненты представляет собой последовательность функци-ональных действий ФДij (i – номер компоненты, j – номер функци-онального действия). В результате выполнения функционального действия ФДij происходит событие Сij. Каждое функциональное дей-ствие выполняется на некотором интервале (ij. 

Для каждой компоненты введем понятие локального времени ti. В системе все ti изменяются одновременно, но характер этих изме-нений различен и определяется последовательностью {(ij}. При построении имитационной модели функциональные действия аппрок-симируются некоторыми алгоритмами (ij при неизменном ti, а затем отображаются изменением ti на величину (ij (рисунок 5.1).
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Рисунок 5.1 – Аппроксимация функциональных действий

Пару ((ij, (ij) называют активностью и обозначают aij. Если система состоит из одного компонента, то выполнение активностей можно осуществить строго последовательно.

Чтобы обеспечить имитацию системы, состоящей из нескольких компонентов, вводят глобальную переменную, которую называют модельным временем. 

2. Динамику работы модели можно описать следующим образом. Пусть в начальный момент времени определены состав элементов и структура системы. Для каждого компонента известно время (io – наступление события Cio. Введем переменные 
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и положим ti=tim c таким номером m, что ti(m-1) ≤ t0 <tim.

Обозначим через T0=min{ti} время наступления самого раннего события. Зафиксируем номер компонента i0=argT0. В момент времени T0 в компоненте Kio происходит событие Сio0. В этот момент осуществляется взаимодействие элементов модели и в результате формируется новый состав элементов и структура системы.  Реакцией на наступление события Сio0 является корректировка модельного времени t0=T0. Кроме того, происходит реализация активности aio0. Это означает, что выполняется алгоритм αio0 и происходит сдвиг локальной временной координаты: tio=tio+τio0. Далее определяется время T1=min {ti} наступления самого раннего события Ci11 и т.д.
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Рисунок 5.2 – Порядок наступления событий в системе из трех компонентов

Моменты T0 ,T1, T2 – называются особыми. Поэтому такой способ изменения модельного времени  называется – способ особых состояний.
3. Есть также второй способ – способ фиксированного шага или принцип «Δt». Здесь модельное время меняется каждый раз на вели-чину шага Δt. 
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Cчитается, что события, попавшие внутрь очередного интервала, происходят одновременно. Например, при первом сдвиге (t1 произойдет два события – С10 и С30,  при втором сдвиге (t2 произойдет три события – С20, С11 и С21 и т.д.

При этом способе точность моделирования определяется величиной шага.

Вопросы для самоконтроля:

1. Что такое квазипараллелизм

2. Что такое активность.

3. Для чего нужна переменная «модельного время».

4. В чем недостатки метода «Δt».

5. Какие преимущества метода «δz».

5.3. Алгоритмы моделирования для различных способов организации модельного времени

1. Организация просмотра активностей.

2. Транзактный способ.

3. Процессный способ.

1. Языки, использующие просмотр активностей применяются для систем, которые характеризуются следующими особенностями: 

1) все компоненты имитируются различным набором функцио-нальных действий;

2) для запуска каждой компоненты требуется выполнение своих условий;

3) эти условия известны и могут быть представлены алгорит-мически;

4) функциональные действия компонент независимы друг от друга.

Для таких систем имитационная модель представляется в виде двух частей: множества активностей и процедуры проверки условий запуска активности.

Запуск активности означает, что начинает выполняться алго-ритм данной активности. Выполнение алгоритма называется обслу-живанием активности. Завершается обслуживание сдвигом локальной координаты времени. Для языков активностей используются алгорит-мы следующего вида: 

Шаг 1. Устанавливаются начальные состояния компонент и условия запуска активности.

Шаг 2. Цикл 1 (параметр цикла = максимальному количеству активностей): проверяется условие запуска активности; если условие выполняется, то активность вносится в список, а иначе – проверяется следующая активность.

Шаг 3. Если список активностей готовых для запуска пуст, то шаг 6 – иначе шаг 4.

Шаг 4. Цикл 2 (параметр – количество активностей для запуска) обслуживание активности.

Шаг 5. Перейти на шаг 2 – проверка на случай, если в результате цикла 2 некоторые активности стали готовы для запуска. 

Шаг 6. Сдвиг модельного времени на величину, минимальную из сдвигов всех локальных временных координат.

Шаг 7. Проверка условий окончания имитации. При условии невыполнения вернуться к шагу 2. 

Недостаток данного подхода – частое повторение алгоритма проверки условий запуска активностей. Поэтому его выгодно применять, если алгоритм проверки достаточно простой.

2. Языки транзактов используются для систем со следующими характеристиками: 

1) функциональные действия компонент однотипны;

2) общее число функциональных действий ограничено;

3) каждое функциональное действие – набор простейших операций и его можно реализовать активностями, которые только корректируют сдвиг времени;

4) существует зависимость функциональных действий друг от друга, которую можно представить в виде схемы.

Взаимодействие активностей для таких систем аналогично работе систем массового обслуживания. Однотипные активности объединяются и называются приборами обслуживания. Инициатора-ми появления событий становятся транзакты - заявки на обслужи-вание этими приборами.
Для таких систем имитационная модель представляется в виде двух частей: схемы, отображающей движение транзактов, и управля-ющей программы моделирования (УПМ), которая организует обслу-живание транзактов.

Моделирование для таких систем осуществляется по следую-щему алгоритму:

Шаг 1. Рассматриваются источники и проверяются условия создания новых транзактов. При совпадении условий транзакты формируются и помещаются в очереди к обслуживающим блокам.

Шаг 2. Рассматриваются поглотители. Если в очереди к ним есть транзакты, они удаляются и формируются соответствующие статис-тики.

Шаг 3. Составляется список инициализируемых транзактов. К ним относятся: 

транзакты, завершившие обслуживание в блоке;

транзакты, поступившие в очередь.

Шаг 4. Если список пуст, то переходим к шагу 6.

Шаг 5. Обслуживание транзактов из списка. Оно представляет собой следующие действия.

Для блока, завершившего обслуживание, выбирается транзакт из очереди, за ним закрепляется этот блок, затем определяется момент будущей инициализации: tиниц= tтекущее модельное + tобсл. на блоке .

Для обслуженного транзакта определяется номер блока, на который он должен поступить; если блок свободен (т.е. очередь пуста), то для транзакта определяется момент будущей инициали-зации.

Шаг 6. Определяется сдвиг модельного времени как минималь-ный момент инициализации.

Шаг 7. Проверяются условия окончания имитации. Если они не выполняются, то переходят на шаг 1.

3. Языки процессов используются для систем со следующими свойствами:

1) функциональные действия компонент различны;

2) условия появления событий в системе различны;

3) у каждой компоненты имеется определенная последователь-ность выполнения функциональных действий;

4) в любой момент времени в каждой компоненте может выполняться только одно функциональное действие.

Имитационная модель представляется в виде наборов описаний процессов. В процессы объединяются активности, определяющие работу одной и той же компоненты. Для каждой компоненты соответствует свой процесс. Переход от одной активности к другой в рамках одного процесса называется активизацией процесса и считается, что это соответствует изменению состояния процесса. Под состоянием процесса понимается номер активности. Если процесс активизирован, он может задерживаться до появления определенных условий.

Рассмотрим работу подобных систем на примере алгоритма, который используется в системе PLSIM (язык процессов для имитации). Введем понятие массива состояний процессов. Элементами массива являются пары (i,tij), где i – номер процесса, tij – момент очередной активизации процесса. Разделение активностей в процессе осуществляется с помощью некоторого оператора синхронизации. Его появление означает, что активность завершила свою работу.

Работа системы осуществляется по следующему алгоритму:

Шаг 1. Обнуление списка активизации процессов и назначение процессам начальных моментов активизации.

Шаг 2. Устанавливается модельное время t0=min{ tij } как минимальное из моментов активизации процессов.

Шаг 3. Формирование списка активизации процессов. Для этого выбираются процессы, для которых tij < t0, и вносятся в список согласно приоритетам. 

Шаг 4. Цикл (параметр=количество элементов в списке).

Шаг 5. Проверяется время окончания моделирования. Если процесс моделирования не окончен, то переходят на шаг 2.

Максимально удобен этот алгоритм.

Языки процессов наиболее удобны для исследования проектируемых систем, поскольку модель близка к реальной системе и имеет высокий уровень детализации.

Вопросы для самоконтроля:

1. Что включает понятие активности.

2. Для каких систем применяется метод просмотра активности.

3. Что понимается под транзактом.

4. Какова последовательность проверок в алгоритмах транзакт-ного подхода.

5. Что используется для синхронизации процессов.

5.4. CM MICIC и ее базовая схема формализации. Определение глобальных данных в CM MICIC

1. Понятие базовой схемы. Базовая схема CM MICIC.

2. Определение глобальных параметров и откликов.

3. Определение глобальных параметров и откликов для инте-грированной среды.

1. Базовая схема формализации – это совокупность понятий, которые используются для построения формального описания системы и представлены в языке моделирования.

На уровне конструктора модели объект моделирования есть система массового обслуживания, компонентами которой являются:

1) статические элементы системы: обслуживающие устройства и очереди на обслуживание;

2) динамические элементы: транзакты.

Компоненты представляют собой набор параметров и механизм обслуживания транзакта устройством. Конкретные элементы компо-нентов-устройств называют версиями устройства, а компонентов-транзактов – копиями транзактов. Различные элементы одного и того же компонента совпадают по составу параметров и механизму обслуживания, но различаются по конкретным значениям этих параметров. Механизм обслуживания транзактов на устройстве представляет собой процесс, который состоит, по крайней мере, из двух активностей: начальной и конечной. Конечной активностью может служить STOPSERVICE. Начальная активность при освобо-ждении устройства передает управление на активность, аппроксими-рующую обслуживание. Конечная активность освобождает обслужи-вающее устройство и перемещает транзакт в очередь к следующему устройству. Никаких других ограничений на структуру процесса не накладывается, т.е. допускаются условные переходы и циклы.

Рассмотрим некоторые свойства компонентов:

Устройство многоканально, т.е. одновременно может обслужи-вать более одного транзакта, но не больше заранее заданного количества.

Устройство может функционировать в одном из двух режимов: сервер или процесс. Устройство процесс не принимает транзакты на обслуживание.

Транзакты обладают встроенным приоритетом и указателем направления движения. Конечная активность направляет транзакт в соответствии со значением этого указателя. Значение указателя можно менять несколько раз, но транзакт  пойдет по последнему значению.

Транзакты сохраняемы, т.е., придя на занятое устройство, они становятся во встроенную очередь.

Описанный подход называется транзактно-процессный способ представления объекта моделирования.

2. Под глобальными данными понимают входы и выходы модели. Глобальные данные описывают с помощью двух структур Global Par и GlobalRes с именами соответственно GPar и GRes. За описанием параметров может следовать инициализация. Данные могут иметь следующие типы:

целый - int;

вещественный - float;

целый расширенный - long;

строковый - string (
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);

устройство – dvc*;

транзакт – tns*.

3. Чтобы использовать глобальные данные в интегрированной среде системы моделирования MICIC вводятся следующие макро-определения:

IEGlobal(data_type) описание заголовка глобальных данных, причем data_type может принимать значение Prm для параметров, Res – для откликов.

IEVar(name,type) описание  простой  переменной с именем name (последовательность ASCII символов без кавычек длиной не более 15) и типом, который может принимать одно из следующих значений: Int, Float, Long, String, Device, Transact.

IE Array (name, type, dim) описание массива с именем name, типом type, размерностью dim. dim является одномерным массивом, в котором находятся границы массива name и который должен быть определен заранее. Число измерений массива не должно быть больше пяти.

Пример 1.

typedef struct

{

float Post, TObsl[2][4];

} GlobalPar GPar;

int m1={2,4}

IEGlobal (Prm)=

     {

       IEVar(Интенсивность, float)

       IEArray(ВремяОбсл, float, m1)

      }

Аналогично описываются параметры компонентов, но для каждого компонента вводится своя структура и свой тип.

typedef struct {

             float t;

             float kz;

             } srv;

IEGlobal (srv)

     {

        IEVar(ВремяОбсл., float)

        IEVar(КоэффЗагр., float)

      }

Вопросы для самоконтроля:
1. Что включает понятие базовой схемы формализации.

2. Сколько активностей требуется для функционирования устройств.

3. Что является статическими и динамическими элементами СМ.

4. Для чего используется повторное описание параметров и откликов.

5. Какие типы данных используются в СМ MICIC.

5.5. Описание компонентов в CM MICIC. Структура программы

1. Описание компонентов CM MICIC.

2. Структура программы.

3. Организация активностей.

4. Важные функции CM MICIC.

1. Чтобы, работать с компонентами, надо определить их тип с помощью следующих макроопределений. IEKomponents – заголовок определения; IEKmp (name, typ1, typ2) определение компонентов с параметрами, 

где name – имя компоненты для подсистемы конструктора, 

typ1 – имя структуры, содержащей параметры компонента,

typ2 – может принимать три значения: PRC – для устройств-процессов, SRV – для обслуживающих устройств, TNS – для транзактов.

IE Kmp0(name, typ2) определение компонентов без параметров.

В программе для обращения к компонентам, можно не вводить никаких дополнительных конструкций. Типом компонента является его порядковый номер в макроопределении IEKomponents. Для удобства обращения желательно ввести перечисление:

enum{KOMP1, KOPMP2, …}
где KOMPi - это идентификатор i-го компонента в макросе IE Komponents.

Пример 1.

IEKomponents=

{

IEKmp (Cервер, srvr, SRV),

IEKmp0 (Генератор, PRC),

IEKmp0 (Заявка, TNS)

}

enum{SERVER, GEN, REQUEST}

2. Программы рекомендуется писать, придерживаясь следующе-го порядка:

#include <micic.h>

   определение глобальных данных

   определение параметров компонент

   определение компонент

Begin (имя модели)

перечисление активностей

последовательность активностей

последовательность обязательных функций

определение массива активностей

определение начальных активностей

определение массива очередей

End
Функциональная часть программы ограничивается макроопределениями Begin и End.

3. Последовательность активностей.

Активность – это реализованный в виде функции алгоритм, заканчивающийся вызовом функции преобразования списка событий. Активность желательно определять согласно схеме:
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DservPar (Dtype, ptr1);

TservPar (Ttype, ptr2);


тело активности

   NextActivity (NUMAct);

   функция преобразования списка событий 

   return CONTINUE;

}

Макрос Next Activity позволяет сформировать цепочку активностей, аппроксимирующих процесс обслуживания транзакта. Параметром макроса является NUMAct, вводимый с помощью перечисления активностей. Активность NUMAct является следующей в локальном времени описанного компонента, а функция преобразования списка событий указывает, когда эту следующую активность нужно вызвать. Чтобы инициализировать цепочку активностей, необходимо определить массив начальных активностей. Завершение цепочки активности возможно двумя способами:

1) если в конечной активности нет сдвигов временной координа-ты, тогда NextActivity отсутствует, а в место него и WaitTime вызы-вается функция StopService ( );

2) если в остальных случаях указывается NextActivity (STOPSERVICE), т.е. данная активность является последней в цепочке. 

Для устройств-процессов будут использоваться соответственно StopProcess( ) и STOPROCESS.

Последовательность обязательных функций. К ним относятся:

void Constructor (void) описывает структуру модели, т.е. коли-чество компонент и их начальное состояние.

void After Step (void) определяет функциональные действия при каждой смене модельного времени.

void After Stop (void) функциональные действия при остановке моделирования.

void Print State (FILE*) сохраняет промежуточные данные в файле.

void Background (void) позволяет создавать собственный фон.

Определение массива активностей.

Заголовком является Activities, элементы – имена всех активностей. Четыре активности подсистемы должны быть указаны первыми: EOSimulation, StartService, StopService, StopProcess.

Пример 2.

Activities = 

{EOSimulation, StartService, StopService, StopProcess, act1, act2, … , actn}

Аналогично компонентам для удобства использования вводится перечисление активностей

enum{EOSIMULATION, StartService, StopService, StopProcess, act1, act2, … ,ACTN}

Имена, указанные в перечислении, являются параметрами 
NextActivity. Перечисление активностей размещается до текста первой активности.

Начальные активности цепочек. 

Заголовком является Initial Activities. Затем перечисляются тройки макросов: номер начальной активности, номер компонента, ALL или PRC. ALL используется для устройств типа SRV и означает, что для всех транзактов, приходящих на устройство, задана одинаковая начальная активность.

Пример 3.

InitialActivities={

GEN_1, GEN, PRC,

SRVR_1,SERVER,ALL

};

Массив очередей.

В СМ MICIC существует три встроенных механизма обслуживания очередей: Fifo  (первый пришел - первый обслужен), Lifo (последним пришел - первый обслужен), Priority (приоритетным является транзакт, имеющий минимальное значение некоторого своего параметра). Если разработчику достаточно стандартных возможностей СМ MICIC, то массив очередей выглядит следующим образом:

StandardQueues;

4. Некоторые важные функции СМ MICIC.
Функция преобразования списка событий 

void WaitTime (float Time)
указывает, сколько единиц модельного времени проходит от одного события до другого. В результате очередная активность перемеща-ется вперед по списку событий и будет вызвана в требуемый момент модельного времени.

Доступ к компоненте и его параметрам

VServ – возвращает номер версии обслуживаемого устройства;

Device (тип_компонента, номер_версии) – возвращает указатель на устройство указанного типа и указанной версии.

Функция выбора транзактом маршрута

MoveTo (dvc *dd)
модифицирует встроенный в транзакт указатель направления движе-ния. Эта функция также используется, если необходимо удалить транзакт. В этом случае она выглядит: 

MoveTo(NULL)

Функции изменения состояния имитационной модели.

1. Создает заданное количество компонентов указанного типа:

void Install (<тип компонента>,

<количество, время начальной инициализации процесса>,

<количество каналов>,

<тип очереди>,

<указатель на начальные значения параметров>)


Тип компонента – берется из перечисления компонентов.

Количество – количество версий данного устройства.

Время инициализации – указывается только для устройств-процессов.

Количество каналов только для обслуживающих устройств.

Тип очереди - 0 – FIFO - только для обслуживающих устройств.

Указатель на параметры – содержит адрес, начиная с которого находим начальные значения параметров компонента. Если компонент не имеет параметров, то значение указателя NULL.

Пример 4.

srv p;

………………

p.time =0,5;

p.lq=0, p.tq=0;

Install (SERVER, 1,0,1,0 &p)

2. Генерирует заданное количество транзактов и направляет их на указанное устройство:

void Run (
<тип транзакта>,

<количество>, 

<устройство, на которое направляется транзакт>,

<приоритет транзакта>, 

<объем транзактного буфера>,

<указатель на начальные значения параметров транзакта>) 

3. Функции генерации псевдослучайных потоков

float rnd(void); 

возвращает псевдослучайные числа, равномерно  распределенные на полуинтервале [0;1).

float Urnd(float m,float h); 

возвращает псевдослучайные  числа, равномерно  распределенные на полуинтервале [m-h,m+h).

float Ernd(float m); 

возвращает псевдослучайные числа, экспоненциально распределен-ные со средним m.

unsigned UCrnd(unsigned k);  

возвращает псевдослучайные числа, выбираемые из множества 0..k-1 с равными вероятностями.

unsigned WCrnd(unsigned k,float p[]);  

возвращает псевдослучайные числа, выбираемые из множества 0..k-1 с вероятностями p[0]..p[k-1],где сумма всех значений массива p равна 

4. Справочные функции

float ModelTime(void); 

возвращает текущее значение модельного времени.

float BirthTime (tns *tt);  

возвращает значение времени рождения копии транзакта tt.

float ServingTime (tns *tt);  

возвращает значение времени  начала  обслуживания или прибытия в очередь транзакта tt.

Вопросы для самоконтроля:

1. Как описываются параметры компонентов модели

2. Как определяются имена для пользователя и программиста.

3. Каким макросом задается активность, обслуживающая компонент.

4. Какая функция создает версии компонентов.

5. Для чего служит обязательная функция Constructor.

6. Какие еще функции СМ MICIC вы знаете.

Тема 6. Планирование машинных экспериментов с моделями систем

6.1. Планирование машинных экспериментов с моделями систем. Классификация факторов

1. Понятие планирования.

2. Понятие фактора и отклика.

3. Классификация факторов.

1. Основной задачей планирования машинного эксперимента является получение информации об исследуемой системе при мини-мальных затратах на реализацию процесса моделирования. Помимо основной задачи имеются также частные задачи планирования. К ним относятся: уменьшение затрат машинного времени на модели-рование; увеличение точности полученных результатов; увеличение достоверности результатов; проверка адекватности модели и т.д.

Достоинствами машинных экспериментов являются:

Полное повторение условия эксперимента, что даст возмож-ность сравнивать альтернативные варианты при одинаковых началь-ных условиях.

Простота прерывания возобновления эксперимента, что позволит проанализировать результаты и принять решения о дальнейшем ходе эксперимента.

Недостатком является наличие корреляций в выходных последо-вательностях.

2. Рассмотрим основные понятия теории планирования экспери-мента. Методы планирования основаны на кибернетическом подходе, т.е. процесс моделирования представляется как черный ящик, на вход которого поступают входные переменные, а на выходе получаются отклики. В зависимости от того, какую роль играет переменная в эксперименте, она может быть фактором или реакцией. Если цель эксперимента – исследовать влияние переменной X на переменную Y, то X - фактор, а Y - реакция. Каждый фактор может принимать в эксперименте одно из нескольких значений, которые называются уровнями. Фиксированный набор уровней определяет одно из возможных состояний системы и представляет собой условия проведения одного из возможных экспериментов. 

Каждому фиксированному набору уровней соответствует определенная точка в многомерном пространстве, которое называется факторным пространством. Эксперименты проводятся не во всех точках пространства, а только в точках принадлежащих допустимой области (рисунок 6.1).

Между реакцией и уровнями факторов существует определенная функциональная зависимость. Ее можно представить в виде соотно-шения уj=ψj(x1,x2,…,xk),
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Рисунок 6.1 – Факторное пространство для двух факторов

В зависимости от вида функциональной зависимости существу-ют специальные правила выбора уровней входных переменных. Эти правила позволяют получить требуемую зависимость при минималь-ных затратах ресурсов.

3. Рассмотрим классификацию факторов.

Фактор называется управляемым, если его уровни целенаправ-ленно выбираются исследователем в процессе эксперимента.

Фактор называется наблюдаемым, если его значение наблюдает-ся и регистрируется. Управляемый фактор всегда является наблюдае-мым. Наблюдаемые неуправляемые факторы называются сопутству-ющими. 

Фактор называется изучаемым, если он включен в модель для изучения свойств системы, а не для вспомогательных целей. 

Фактор называется количественным, если его значения числовые величины, в противном случае он называется качествен-ным. Качественные факторы можно сопоставить некоторой числовой шкале, которая кодирует его значения. 

Фактор называется фиксированным, если в эксперименте фиксируются все значения фактора. Фактор называется случайным, если исследуется некоторая выборка из совокупности значений фактора.

Сформулируем основные требования к факторам. Для одного фактора это управляемость и непосредственное воздействие на объект. 

Управляемость означает, что в течение эксперимента можно установить и поддерживать выбранные значения уровней или фактора.

Непосредственное воздействие на объект означает, что фактор не должен быть функцией от других факторов.

Для группы факторов это совместимость и независимость.

Совместимость означает, что все комбинации уровней осуще-ствимы. 

Независимость означает, что фактор можно устанавливать на любом уровне независимо от уровней других факторов. 

Вопросы для самоконтроля:

1. Чем отличаются факторы и реакции.

2. Для чего используются методы планирования.

3. Что такое регрессионная зависимость.

4. Какие виды факторов вы знаете.

5. Какие требования предъявляются к факторам.

6.2. Методы планирования экспериментов

1. Понятие плана и матрицы планирования.

2. Однофакторный эксперимент.

3. Полный факторный план.

1. При проведении эксперимента необходимо создать такие условия, чтобы выявить влияние факторов, связанных с искомой  характеристикой. Для этого необходимо: 

1) отобрать факторы, влияющие на требуемую характеристику, и описать функциональную зависимость. Наиболее часто использу-ются планы первого порядка, которые предназначены для получения линейных регрессионных моделей вида: φj(x1,…,xn)=B0+B1x1+ … + Bnxn;

2) установить диапазон изменения факторов от ximin до ximax, i=1(k;
3) определить точки факторного пространства, в которых надо проводить эксперимент. Для нахождения оценок неизвестных коэффициентов Bi, для линейных регрессионных моделей каждый фактор должен варьироваться, по крайней мере, на двух уровнях;

4) оценить необходимое число реализаций и порядок их проведения. Чтобы оценить числовые значения коэффициентов моде-ли, план должен содержать, по крайней мере, N ( n экспериментов.

Для упрощения планирования нужно перейти от факторов в натуральном виде xi к стандартизованным
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где x0i - основной базовый уровень фактора, а (xi - шаг варьирования.

Базовый уровень фактора x0i соответствует наилучшим условиям, определенным согласно априорной информации. Эта точка не должна лежать близко к границам области определения фактора 
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Шаг варьирования (xi не может быть меньше ошибки фиксирования значения фактора и не должен выходить за область определения фактора.

Планы представляются в виде таблиц или матриц:
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где i-я строка содержит значения всех факторов в i-м эксперименте, 
j-й столбец содержит значения фактора xj для всех экспериментов.

Для оценки свободного члена B0 и определения эффектов взаимодействия план D расширяют до матрицы планирования X путем добавления столбцов для фиктивной переменной x0 и произведений x1x2, x1x3, x1x4 и так далее.
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Обычно в X и D используются кодированные значения 
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Свойства матрицы планирования для кодированных значений:

1) 
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Известно несколько разновидностей планов первого порядка:

однофакторный (классический) эксперимент;

полный факторный эксперимент (ПФЭ);

дробный факторный эксперимент (ДФЭ).

Оценка коэффициентов регрессии производится методом наи-меньших квадратов.

2. Для однофакторного эксперимента каждый фактор поочередно варьируется, в то время как остальные стабилизированы на некотором уровне. Поскольку достаточно, чтобы каждый фактор варьировался на двух уровнях, то xj принимает значения 
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, а остальные факторы остаются на базовом уровне 
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. Тогда матрица планирования будет
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Однофакторные планы в настоящее время не имеют широкого применения, так как дают неудовлетворительные характеристики точности регрессионной модели.

3. План ПФЭ содержит все возможные комбинации n факторов на всех уровнях. Так как каждый фактор меняется на двух уровнях, то число таких комбинации 2n. Такие планы принято обозначать 2n. 

Например, в случае двух факторов план будет содержать 22 = 4 эксперимента
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При составлении подобных планов удобно использовать правило чередования: первый столбец чередуются + и –, 2-й столбец чередуются  + + и – –, затем 4 плюса и 4 минуса и так далее.

Для планов 2n иногда используется так называемая строчная запись. Для этого каждый фактор кодируется буквой. Например:

	Фактор
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	нижний уровень

верхний уровень
	(1)          (1)          (1)

  a            b             c


План 23: (1), a, b, c, ab, ac, bc, abc.

Геометрически точки плана 2n размещаются в вершинах n-мер-ного гиперкуба.


План 2n позволяет в принципе оценить 2n коэффициентов уравнения регрессии. Чтобы определить, какие столбцы можно добавлять в матрицу планирования, используем ее свойства, сформу-лированные выше. Из свойств следует отсутствие столбцов, соответ-ствующих степеням факторов, так как если степень четная, то стол-бец будет совпадать со столбцом 
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, а если нечетная, то – со столбцом самого фактора. Но могут быть столбцы, соответствующие произве-дениям факторов.

Таким образом, с помощью плана 2n можно получить модель вида
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Общее число коэффициентов этой модели n′ =2n.

Коэффициенты регрессионной модели будут считаться по фор-мулам:
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Недостаток полных факторных планов – быстрый рост числа опытов при увеличении числа факторов. Например, при n=10 нужно 1024 опыта. Кроме того, маловероятно, что квадратичные члены вида 
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 несущественны, а взаимодействия высокого порядка типа 
[image: image304.wmf]10

2

1

...

x

x

x

×

×

×

 играют роль. Поэтому модели ПФЭ 2n при n>5 не будут иметь практического применения.

Как правило, при использовании планов ПФЭ 2n ограничи-ваются линейной моделью с парными взаимодействиями. Однако в подобной ситуации ПФЭ становится избыточным. Поэтому были разработаны дробно-факторные эксперименты.

Вопросы для самоконтроля:

1. Какой вид регрессионной зависимости позволяют получить планы 1-го порядка.

2. Чем отличаются план и матрица планирования.

3. Как рассчитать коэффициенты регрессионной зависимости.

4. Каковы свойства матрицы планирования.

5. Какое правило используется для построения матрицы плани-рования.

6.3. Дробные факторные планы в методах планирования экспериментов 

1. Понятие дробного факторного плана.

2. Построение ДФЭ.

3. Проверка пригодности ДФЭ.

1. Дробно-факторный эксперимент позволяет получать линей-ные регрессионные модели и модели, содержащие дополнительные взаимодействия, при меньшем числе экспериментов по сравнению с полным факторным экспериментом. В случае ДФЭ исследователь на основе априорной информации формирует список существенных переменных. В список включаются факторы и их взаимодействия, представляющие интерес для исследования (то есть влияющие на отклик). Качество результатов, полученных с помощью дробно-факторного эксперимента, зависит от правильности этого списка. Наибольшее распространение имеют планы ДФЭ 2n-p, где n - число факторов, p - степень дробности. Такие планы называются репликами с указанием их степени дробности 2n-1 - полуреплика, 2n-2 – четверть-реплика, 2n-3 - 
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-реплика и так далее.

Матрица планирования таких планов является некоторой частью матрицы планирования ПФЭ 2n. Следовательно, для нее сохраняются все свойства. 

Если список существенных переменных содержит d+1 элемен-тов (d факторов и фиктивный фактор х0), то число экспериментов N=2n-p ≥d+1. Это позволяет найти минимально допустимую степень дробности, а, следовательно, и число строк в матрице планирования. 

2. Для составления матрицы планирования ДФЭ 2n-p используется следующая процедура:

Шаг 1. Из общего числа факторов x1, … xn выбирается k веду-щих, где k=n-p. Для выбранных k факторов записывается план 
ПФЭ 2k.

Шаг 2. Для остальных p=n-k факторов в качестве программы изменения выбираются столбцы, соответствующие тем или иным произведениям ведущих факторов. 

Соотношение, привязывающее один из столбцов xk+1, xk+2 … xn к столбцу определенного произведения, называется генерирующим со-отношением (ГС). Всего должно быть задано p генерирующих соот-ношений. 

В качестве генерирующих нельзя использовать те произведения ведущих факторов, которые есть в списке существенных перемен-ных.

В качестве генерирующих могут применяться произведения факторов со знаком + и со знаком (. 

Построение матрицы планирования завершено.

Пример 1. Пусть список существенных переменных: х1, х2, х3. Следовательно, общее число элементов, включая х0, будет равно четырем. Чтобы определить степень дробности плана надо выбрать такое значения параметра р, чтобы выполнялось неравенство 23-p ( 4. Это дает нам план ДФЭ 23-1.

Выберем в качестве ведущих факторов х1, х2. Необходимо задать для фактора х3 генерирующее соотношение. Это может быть любое из произведений х1х2 или (х1х2. Получаем матрицу планирования:


x3 = x1*x2






x3 = (x1*x2
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Следует заметить, что не всегда удается построить подходящий план ДФЭ (чтобы свойства матрицы выполнялись). Это зависит от списка существенных переменных.

3. Существует способ, позволяющий упростить проверку при-годности различных вариантов ДФЭ. Для этого записываются определяющие контрасты.

Определяющий контраст (ОК) получается из ГС и имеет вид 1=(произведение левой и правой частей генерирующего соотношения):  

  1= x3x1x2
(1= x3x1x2
Количество ОК = числу генерирующих соотношений.

Получается обобщенный определяющий контраст (ООК). Для случая 2n-1, то есть р=1, он совпадает с определяющим контрастом. ООК – результат почленного перемножения всех исходных опреде-ляющих контрастов с учетом правила 
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 (*). ООК предоставляет полную информацию о системе смешивания.

Пример 2.

Пусть  генерирующие соотношения   
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Для выяснения системы смешивания ООК поочередно умножается на каждую переменную из списка существенных с учетом правила (*). Действия всех переменных, входящих в определенное равенство, смешаны между собой. Им соответствуют одинаковые столбцы матрицы планирования ДФЭ. Поэтому нужно установить, не содержит ли какое-нибудь равенство хотя бы двух переменных из списка существенных. Если нет, то план пригоден для экспериментов, если да – то он не позволяет оценить коэффициенты требуемой регрессивной модели.

Пример 3. Пусть для примера 2 список существенных перемен-ных будет 
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. Используя, генерирующие соотношения, определяющие контрасты и обобщенный определяю-щий контраст из примера 2, построим систему смешивания (таблица 6.1).

Таблица 6.1. Система смешивания факторов для примера 3

	Список переменных
	ООК
	Система смешивания
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План ДФЭ 25-2 для этого списка существенных переменных непригоден. Это видно из третьей и восьмой строк таблицы 6.1. В этих строках встречаются две переменные из списка существенных. Это означает, что столбцы матрицы планирования, соответствующие переменной x2 и произведению x4x5, будут одинаковые. 

Система смешивания позволяет не только проверить пригод-ность матрицы планирования, но и выяснить какие из переменных (не существенные) могут влиять на значения коэффициентов регрессии. Если в ходе исследования было выяснено, что список существенных переменных не полон, то эти сведения позволяют определить какие коэффициенты регрессии оценены неточно.

Вопросы для самоконтроля:

1. Почему нужны дробно-факторные планы.

2. Что означает параметр P для ДФЭ 2 n-p.
3. Что такое генерирующее соотношение.

4. Чем определяется выбор генерирующих соотношений.

5. Почему план ДФЭ может быть непригодным.

6. Как проверить пригодность плана ДФЭ.

6.4. Задачи стратегического планирования

1. Большое количество факторов.

2. Многокомпонентность функции реакции.

3. Медленная стохастическая сходимость результатов.

При стратегическом планировании возникают следующие про-блемы:

1. Построение плана машинного эксперимента.

При построении плана необходимо учитывать цель проведения имитационного эксперимента. 

1) получение регрессионной зависимости для выявления осо-бенностей функционирования системы – задача анализа;

2) нахождение комбинации уровней факторов, которая обеспе-чивает экстремум значения отклика – задача синтеза.

Очевидно, при реализации ПФЭ различия в имитационных экспериментах для двух задач стираются, так как синтез сводится к выбору одного из вариантов, полученных при полном факторном эксперименте. Но полный факторный эксперимент не эффективен с точки зрения затрат машинных ресурсов. Для более эффективного нахождения оптимальной комбинации уровней факторов могут использоваться выборочные методы определения оптимума поверх-ности реакции. К ним относится: факторный метод, метод предель-ного анализа, метод одного фактора, метод наискорейшего спуска.

2. Наличие большого количества факторов.

Это одна из основных проблем, так как в факторном анализе количество комбинаций факторов равно произведению количества уровней всех факторов. Когда при моделировании требуется полный факторный анализ, проблема может не иметь решения. 

Достоинство полных факторных планов – возможность отобра-зить всю поверхность реакции, если количество факторов невелико. В результате приходится использовать неполные факторные планы, которые приводят к потере информации о функции реакции. В этом случае план эксперимента, так называемый план поверхности реак-ции, строится исходя из поверхности реакции.

3. Многокомпонентная функция реакции, то есть большое число переменных реакции. Эту проблему можно решить двумя способами. Первый способ – рассмотреть имитационный эксперимент как несколько экспериментов, в каждом из которых исследуется только одна реакция. Второй – использование интегральных оценок реакции, которые строятся с помощью весовых функций, функций полезности и прочих. Второй вариант чаще используется, если компоненты связаны друг с другом. 

4. Медленная стохастическая сходимость результатов. Стохасти-ческая сходимость – сходимость выборочных средних с ростом объема выборки. Известно, что мерой флуктуации случайной вели-чины служит ее стандартное отклонение. Если σ - стандартное отклонение одного наблюдения, то стандартное отклонение среднего N наблюдений - 
[image: image340.wmf]N
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. Следовательно, чтобы уменьшить отклонение в k раз, нужно увеличить число наблюдений в k2 раз. Может оказаться, что для получения заданной точности N слишком большое. Для ускорения стохастической сходимости следует использовать априорную информацию о системе и специальные методы: метод регрессионной выборки, метод дополняющей переменной, метод расслоенной выборки, метод значимой выборки.

Вопросы для самоконтроля:

1. Как обходится проблема большого количества факторов в задачах анализа и в задачах синтеза.

2. Какие подходы для решения проблемы многокомпонентной функции реакции вы знаете.

3. Для чего используются веса переменных.

4. Что понимаем под стохастической сходимостью.

5. Как стохастическая сходимость соотносится с количеством прогонов.

6.5. Задачи тактического планирования

1. Определение длины переходного периода.

2. Точность и достоверность результатов.

3. Правила автоматического останова.

Целью тактического планирования является эффективное ис-пользование имеющихся машинных ресурсов и способов. Рас-смотрим проблемы, решаемые в ходе тактического планирования.

1. Определение длины переходного периода.
Эта проблема возникает из-за искусственного характера работы модели. В отличие от реальной системы модель работает эпизоди-чески, поэтому, когда начинается прогон, требуется время для достижения условия равновесия, которое соответствует реальной системе. Это время называется переходный период. Сбор статистик в течение переходного периода может существенно изменить оценку отклика. Поэтому необходимо выбрать методику, чтобы уменьшить влияние переходного периода на получаемые данные. Обычно в практике моделирования используются следующие приемы: 

Использовать достаточно длинные вычислительные прогоны, чтобы число данных переходного периода было незначительно по сравнению с остальными данными. Этот подход можно применять, если прогоны не требуют слишком много машинного времени.

Исключить из рассмотрения переходный период. Здесь имеются следующие недостатки: бесполезно тратится часть машинного вре-мени и требуется решить вопрос о моменте перехода системы в установившийся режим.

Использовать непрерывный эксперимент. Когда известен пере-ходный период, то в качестве начальных условий очередного прогона можно выбрать конечные условия предыдущего прогона. Достоин-ства этого приема в том, что для прогонов с номерами больше двух нет переходного периода. Недостаток в том, что имеется автокор-реляция между результатами соседних прогонов. 

2. Обеспечение точности и достоверности результатов модели-рования.

Решение этой проблемы имеет две стороны: 1) оценку точности и достоверности при заданном числе прогонов; 2) оценку необхо-димого числа прогонов для достижения заданной точности и достоверности.

Пусть имеется некоторый показатель эффективности системы E. В результате имитационного эксперимента можно получить оценку Ẽ этого показателя. Из-за наличия стохастичности модели в общем случае E ≠ Ẽ. Величина ε такая, что |E-Ẽ|< ε, называется абсолютной точностью оценки. Вероятность того, что выполнится неравенство P{|E-Ẽ|<ε}=Q, называется абсолютной достоверностью оценки. Величина ε0= 
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 называется относительной точностью оценки. Относительная достоверность оценки будет иметь вид 

P{
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Рассмотрим случай N независимых опытов. В каждом из опытов некоторое событие A появляется c вероятностью p. Частота появления события p* имеет нормальное распределение с пара-метрами N(p,
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). Из теории вероятности известно, что вероятность попадания случайной величины на интервал симметричный относительно математического ожидания будет

P{|x-mx|< ε}=2Ф(
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где Ф - функция Лапласа.

Доверительная вероятность попадания p* в интервал (p−ε, p+ε) будет 
 
 Р{( p*-p( < ε} =2Ф(
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На практике обычно неизвестно истинное значение p и исследователь решает одну из следующих задач:

1. Оценить вероятность отличия истинной вероятности p от частоты p*, если известны N и ε. Тогда, согласно формуле (6.1), вероятность равна

P{( p - p*( < ε} =2Ф(
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2. Определить число опытов N необходимое для обеспечения заданной точности ε отличия p от p* при заданной достоверности β. N получается из формулы (6.2):

 
N = 
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Пусть случайная величина x принимает значения x1,x2,…,xN. Среднее значение 
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 имеет нормальное распределение с параметрами N(mx,
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[image: image351.wmf]и бx  - это математическое ожидание и средне-квадратическое отклонение случайной величины x. На практике обычно неизвестно истинное значение mx и исследователь решает одну из следующих задач:

3. Оценить вероятность отклонения 
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 от mx если известно N и ε. Тогда согласно формуле (6.1), вероятность равна

P{|x-mx|< ε}=2Ф(
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4. Определить число опытов N необходимое для обеспечения заданной точности ε отклонения 
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 от mx при заданной достоверности β. N получается из формулы (6.3):

 
N = 
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3. Выбор правил автоматической остановки имитационного эксперимента.

Простейший способ – это задание требуемого объема выборки N или длины интервала моделирования. Однако определение объема выборки N основано на грубых предположениях о распределении выходных переменных. Поэтому задаются доверительные интервалы для выходных переменных, и эксперимент останавливается при достижении заданного доверительного интервала.

Пусть имеется выборка объемом N некоторого отклика y. Можно оценивать математическое ожидание и дисперсию. Математическое ожидание оценивается выборочным средним 
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, дисперсия – выборочной дисперсией
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При оценивании среднего 
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 наиболее часто встречаются следующие случаи:

1. Y имеет нормальное распределение, математическое ожидание известно, объем выборки мал (N<=30). По таблицам находится критическое значение распределения Стьюдента tкр при N-1 степенях свободы и заданном уровне значимости (. Тогда доверительный интервал будет равен

а требуемый объем выборки отклика будет равен



2. X имеет нормальное распределение, математическое ожидание известно, объем выборки велик (N >= 30). Определяется двусторонняя статистика z(/2 (функция нормального распределения) при заданном уровне значимости (. Тогда доверительный интервал можно записать в виде


а требуемый объем выборки отклика будет равен


3. Нормальность Y предположить нельзя, но известны математическое ожидание и среднеквадратическое отклонение. Объем выборки велик (N>=30) . Используя неравенство Чебышева, доверительный интервал можно записать в виде

а требуемый объем выборки отклика будет равен

Например, при d = (/4 и достоверности 0,95 объем выборки N>=320.

При оценивании дисперсии задача отыскания оценки S2Y с достоверностью 1 - ( имеет вид

и решать ее имеет смысл только при большом числе опытов N . Для расчета требуемого объема выборки отклика используют следующую формулу:

При моделировании больших систем имеется некоторая надеж-да, что одновременное действие большого числа мелких факторов может порождать близкие к нормальному распределения откликов этих моделей.

Для определения момента остановки эксперимента при достиже-нии заданного доверительного интервала используются следующие методы: последовательный, двухвыборочный и пошаговый. Рассмо-трим алгоритм каждого метода. В качестве исходных данных задает-ся уровень значимости α и требуемая точность (.
Последовательный метод.

Задается доверительный интервал d, который должен иметь достаточно большое значение.

Пока d > ( – реализовать прогон и пересчитать d по одной из формул (6.4), (6.5), (6.6).

Как только d < ( – выдается значение отклика, удовлетворяющее заданным требованиям, т. е. попадающее в доверительный интервал.

Двухвыборочный метод.

Задается начальное число прогонов n0.

Реализуется n0 прогонов.

Используя стохастические характеристики полученной выборки, вычисляем требуемый объем выборки n.

Если n<n0, то закончить эксперимент, в противном случае продолжить имитационный эксперимент в количестве n-n0 прогонов. Если полученное значение не попадает в доверительный интервал, то дальше  используется последовательный метод.

Пошаговый метод.

Шаг 1. Задается некоторое значение прогонов n.

Шаг 2. Реализуется n прогонов.

Шаг 3. Вычисляется значение d для полученной выборки и значение n округляется до целой части числа (
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Шаг 4. Если d > (, то повторяются прогоны (т.е. переход на шаг 2). В противном случае – шаг 5.
Шаг 5. Выдать оценку отклика, удовлетворяющую заданным требованиям.

Вопросы для самоконтроля:
1. Из-за чего возникает переходный период.

2. Какие методы используются, чтобы уменьшить влияние переходного периода.

3. Дайте определения абсолютной и относительной точности и достоверности.

4. Как определить доверительные интервалы отклика.

5. Как используются доверительные интервалы в методах авто-матического останова.

Тема 7. Обработка и анализ результатов моделирования

7.1. Особенности фиксации и статистической обработки результатов моделирования систем на ЭВМ

1. Особенности фиксации результатов.

2. Свойства оценок.

3. Методы уменьшения количества статистики.

1. При выборе методов обработки важную роль играет возмож-ность получить при моделировании большие объемы выборок. Это позволяет количественно оценить характеристики системы. Но при этом возникают проблемы с хранением информации.

Организация обработки и хранения результатов возможна двумя способами.

1. Требуемые характеристики формируются по ходу моделиро-вания без запоминания всей информации о состояниях системы.

2. Двухступенчатая обработка. В процессе имитации результаты фиксируются, а по окончании формируется статистика. 

В этом случае в ходе моделирования статистики только фикси-руются без какой-либо обработки. 

Однако долговременное хранение в первичном виде обычно не практикуется. Хранятся результаты первичной статистической обработки. К первичной статистической обработке относятся: сортировка и объединение данных, представление их в удобном для дальнейшей работы виде, отбраковка аномальных результатов. Затем производится вторичная статистическая обработка. Здесь вычис-ляются характеристики, интересующие исследователя. В качестве наиболее часто используемых оценок распределения выступает мате-матическое ожидание и дисперсия. Для оценки математического ожи-дания используется выборочное среднее
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В качестве оценки дисперсии используется выборочная дисперсия


[image: image364.wmf](

)

2

1

2

1

å

=

-

=

®

N

i

i

в

x

x

N

S

D

 .

2. К качеству оценок, полученных в результате статистической обработки, предъявляются следующие требования: несмещенность, эффективность, состоятельность.

Пусть имеется некоторый параметр g, который необходимо оценить и его оценка ğ.

Оценка называется несмещенной, если математическое ожида-ние оценки равно значению параметра М [ğ] = g .

Это означает, что распределение оценки имеет в качестве центра параметр g, то есть оценка в среднем равна параметру.

Если в задаче имеется несколько несмещенных оценок, то желательно выбрать ту, которая обладает наименьшим рассеянием.

Несмещенная оценка ğ параметра g, которая обладает наимень-шей дисперсией среди всех несмещенных оценок, называется эффек-тивной.

Если D[ğ] – минимальная дисперсия, а D[ğ´] – дисперсия любой другой несмещенной оценки, то эффективность оценки ğ´ будет равна
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Эффективная оценка иногда называется несмещенной оценкой с минимальной дисперсией. Иногда оценка становится эффективнее при увеличении объема выборки.

Предельная эффективность при бесконечном увеличении объема выборки называется асимптотической эффективностью, т.е. 
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Если асимптотическая эффективность равна единице, то оценка называется асимптотически эффективной. 

Оценка называется состоятельной, если для любого ε>0 вероят-ность 
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Это означает, что при увеличении объема выборки, оценка при-ближается к истинному значению параметра.

3. Рассмотрим некоторые методы уменьшения объема статис-тики:

При оценке закона распределения область возможных значений случайной величины разбивается на n интервалов. Потом накапли-вается количество попаданий (
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) случайной величины в эти интервалы.

Оценкой для вероятности попадания случайной величины в k-й интервал будет величина 
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. В результате в ходе моделирования требуется хранить не N значений, а количество значений, попавших в n диапазонов, а n<<N.

При оценке математического ожидания случайной величины 
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. Здесь вместо выборки всех значений накапливаем в ходе моделирования сумму значений.

Оценкой дисперсии служит выборочная дисперсия 
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Однако из-за 
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 - среднего значения - накапливать сумму здесь неудобно. Поэтому для оценки дисперсии используется формула
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Здесь достаточно накапливать в ходе моделирования две суммы: сумму иксов и сумму квадратов.

Для оценки корреляционного момента служит формула 
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Для удобства сбора статистики вместо этой формулы исполь-зуют 
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Таким образом, в ходе моделирования накапливаются три суммы.

Вопросы для самоконтроля:

1. Каковы этапы статистической обработки результатов.

2. Для чего используется вторичная статистическая обработка.

3. Какие свойства оценок вы знаете.

4. Какие оценки используются при моделировании систем.

5. Как уменьшить объем сохраненной статистики при получении оценок.

7.2. Задачи, возникающие при обработке результатов экспериментов. Использование критериев согласия

1. Задача определения эмпирического закона распределения.

2. Сравнение оценок математического ожидания.

3. Сравнение оценок дисперсии.

1. При обработке результатов наиболее часто возникают следу-ющие задачи:

1) определение эмпирического закона распределения случайной величины;

2) проверка однородности распределения;

3) сравнение средних значений и дисперсии переменных, полученных при моделировании.

Эти задачи являются типовыми задачами по проверке статис-тических гипотез. Первая задача максимально общая и требует боль-шого числа прогонов. В этом случае по результатам эксперимента находят выборочный закон распределения 
[image: image376.wmf](
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 и выдвигают гипотезу H0, что полученный эмпирический закон распределения согласуется с некоторым теоретическим распределением. 

Для принятия или опровержения гипотез выбирают некоторую случайную величину U, которая характеризует меру расхождения теоретического и эмпирического закона. Если P{UТ ≥ U} достаточно велика в рамках используемого критерия, то гипотеза не опровергается. Выбор вида теоретического распределения проводит-ся по графикам эмпирической функции 
[image: image377.wmf](
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Рассмотрим некоторые критерии согласия, которые используют для решения этих задач.

Критерий Колмогорова. В качестве меры расхождения выбира-ется U = max|
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. Далее опреде-ляем по таблице теоретическое значение δТ . Если δ < δТ , то гипотеза принимается. Этот критерий используют, когда известны все пара-метры теоретического распределения.

2. Сравнение оценок математического ожидания используется при критерии Пирсона (критерий χ2). В качестве меры расхождения используется случайная величина χ2. 
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где d - количество интервалов, на которые разбивается диапазон значений случайной величины, mi - количество значений случайной величины, попавших в i-й интервал, N - число всех значений случайной величины, полученных в результате имитации, pi - теоретическая вероятность попадания случайной величины в i-й интервал.

Далее по таблицам вычисляется табличное значение χ2т с ν=d-1 числом степеней свободы. Если 
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, то гипотеза подтверждена.

Критерий Смирнова. Здесь проверяется гипотеза, что две выборки принадлежат одной генеральной совокупности. Вычисляется величина 
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, где u и z - некоторые случайные величины. Затем необходимо задать уровень значимости γ и найти
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Если D ≤ Dγ - то гипотеза принимается.

Критерий согласия Стьюдента. Проверяется гипотеза о равенстве средних значений двух независимых случайных величин, которые взяты из нормальных совокупностей и имеют неизвестные, но равные дисперсии. Выдвигается гипотеза H0 : 
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. В качестве меры различия используется значение 
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где N1 и N2 - объемы выборок случайных величин u и z соответ-ственно, а
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где 
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- выборочные дисперсии случайных величин u и z. Величина S является оценкой дисперсии величины 
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Затем определятся число степеней свободы k = N1 + N2 −2, по таблице находим 
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 - значение критерия Стьюдента и проверяем гипотезу. 

3. Сравнение оценок дисперсии используется при критерии Фи-шера. 

Проверяется гипотеза, что две выборки принадлежат одной генеральной совокупности. 

Пусть имеется 
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 - выборочные дисперсии случайных величин u и z, и N1 и N2 соответствующие объемы выборок.

Пусть 
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. Далее определяем число степеней свободы: k1 = N1 - 1, k2 = N2 - 1 и задаем некоторый уровень значимости γ. По таблицам находим значение критерия Фишера:  
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Если значение F попадает в границы критической области:
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то гипотеза не опровергается.

Вопросы для самоконтроля:

1. Какие задачи возникают при обработке результатов модели-рования.

2. Что такое критерии согласия и как они используются при решении задач.

3. Какие критерии используются при сравнении законов рас-пределения.

4. Какие критерии используются при сравнении математи-ческих ожиданий.

5. Сформулируйте критерий Фишера.

7.3. Определение и исследование свойств имитацион-ной модели

1. Адекватность модели.

2. Погрешность модели.

3. Устойчивость режима имитации.

4. Чувствительность модели.

1. Проверка адекватности модели проводится в тех случаях, когда можно провести натурные испытания  реальной системы. Пусть известен отклик системы Y* при задаваемых переменных G* и управляемых переменных Х*, причем функция, описывающая зависимость φ*(G*,X*) не известна. В результате моделирования получаем аппроксимирующую зависимость Yk = φ (G, Xk). Перемен-ная G должна принимать те значения, которые характерны для данного объекта моделирования. Поэтому G формируется на основе реальной информации. Для этого обычно замеряются фактические значения G* и результаты поведения системы Yk* при заданных значениях переменных Хk*. Для проверки адекватности наиболее часто используют два способа.

1. Проверяется гипотеза о близости средних значений n-й компоненты отклика модели 
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 с известным средним значением отклика реальной системы 
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На реальной системе проводится N* опытов и замеряется выборка значений {Ynk*}, 
[image: image403.wmf]*
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. На модели проводим N опытов и получаем выборку значений {Ynk}, 
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. Обычно стараются обеспечить одинаковый объем опытов, т.е. N* =  N. По выборкам вычисляется оценка математического ожидания 
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 и дисперсии Dn*, Dn.

Основой проверки гипотезы является критерий Стьюдента. По статистическим таблицам вычисляется табличное значение tкр. Если по каждому tn ,| tn | ≤  tкр, и это условие выполняется для всех tn, то гипотеза об адекватности модели и реальной системы принимается.

2. Проверяется гипотеза о близости оценок дисперсии Dn* и 

Dn0 = 
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где Dn0 - характеризует отклонение откликов модели от средних значений натурного эксперимента, т.е. 

Dn* = 
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Для проверки гипотезы используем критерий Фишера по формуле
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причем число степеней свободы ν1 = N* - 1,  ν2 = N - 1. По таблицам получаем Fкр, и если по всем n Fn ≤ Fкр , то гипотеза об адекватности принимается.

2. Определение погрешности. Наличие погрешности обуслов-лено неидеальностью генераторов псевдослучайных чисел и вероят-ностным характером процессов, протекающих в системе. Ошибки имитации сравниваются по их относительным значениям, которые вычисляются по следующей формуле:
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где 
[image: image411.wmf]1
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 - значение критерия Стьюдента, Dn – выборочная дисперсия, 
[image: image412.wmf]n
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 - выборочное среднее. Объем выборки  N должен быть ≥10, а доверительную вероятность α лучше брать < 95%.

Для всех откликов определяем процент погрешности и макси-мальное значение выбираем как погрешность модели.

3. Оценка устойчивости режима моделирования производится с помощью коэффициента устойчивости:
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где tk и tk-1 - моменты времени двух соседних оценок отклика. Обычно они отличаются друг от друга на величину, кратную длине переходного периода.

Как правило, значение устойчивости вычисляется для следую-щей последовательности tk = {TПП, 2TПП, 3TПП, 4TПП}, где TПП - длина переходного периода. Если значения коэффициента имеют тенден-цию к сходимости и отсутствует рост амплитуды отклика, то можно говорить об устойчивости режима имитации.

4. Чувствительность откликов определяется с помощью про-центных значений коэффициента чувствительности отклика:
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где maxYn – это значение отклика Yn при максимальном значении исследуемого параметра.

Далее вычисляется приращение значения отклика на 1% изме-нения значения параметра 
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Для определения чувствительности используем таблицу сле-дующего вида:

Таблица 7.1 – Таблица для оценки чувствительности модели

	параметр Хn
	процент приращения параметра θХn
	отклик Yn
	коэффициент чувствительности θYn
	приращение на 1%

	λ
	70%
	lоч
	50%
	70%

	
	
	ηзанят
	1,05%
	

	
	
	tожид
	80%
	


Вопросы для самоконтроля:

1. Какие критерии используются при оценке адекватности.

2. Чем отличается абсолютная и относительная погрешность.

3. Что характеризует чувствительность модели.

4. Как проверить устойчивость имитации.

5. Сформулируйте критерий Стьюдента для оценки погрешнос-ти.

7.4. Методы анализа связей между переменными. Корреляционный анализ. Регрессионный анализ

1. Использование коэффициента корреляции и причины нали-чия связей.

2. Построение регрессионной зависимости.

3. Анализ регрессионной зависимости.

1. Корреляционный анализ показывает, насколько тесна связь между двумя и более переменными, полученными при моделиро-вании. Корреляционный анализ сводится к оценке разброса значений случайных величин относительно их средних. Чтобы оценить существование связи между переменными и тесноту этих связей, используется коэффициент корреляции:
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где |
[image: image418.wmf]xh
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| ≤ 1.

В зависимости от конкретного значения коэффициента корреля-ции 
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 определяют наличие и вид связей:


1) 
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= 0 - случайные величины независимы


2) |
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| = 1 -линейная зависимость


3)  0 < 
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 < 1 - линейная корреляция с рассеянием





или нелинейная корреляция

Не всегда статистическая зависимость означает причинно-следственную обусловленность. Переменные могут быть зависимы из-за коррелированности псевдослучайных последовательностей.

2. Регрессионный анализ дает возможность построить модель, которая наиболее полно соответствует данным, полученным в ре-зультате моделирования. Это означает, что функция ошибки между данными, которые прогнозируют модель, и данными эксперимента стремиться к минимуму. При регрессионном анализе функция ошибки - это сумма квадратов ошибок.

Рассмотрим особенности регрессионного анализа результатов моделирования при построении линейной регрессионной модели. На рисунке 7.1 показаны точки (xi, yi), i=l(N, полученные в машинном эксперименте с моделью системы S. Делаем предположение, что модель результатов машинного эксперимента графически может быть представлена в виде прямой линии ŷ= φ(x) = b0 + b1x, где y величина, прогнозируемая регрессионной моделью.


Рисунок 7.1 – Графическое представление модели результатов машинного эксперимента и точек, полученных в машинном эксперименте

Необходимо получить такие коэффициенты b0 и b1, чтобы сумма квадратов ошибок была минимальной. На рисунке ошибка li, i=l(N для каждой экспериментальной точки определяется как расстояние по вертикали от этой точки до линии регрессии ŷ= φ(x). Обозначим ŷ i = b0 + b1xi. Тогда выражение для ошибок будет иметь вид  li = ŷi - yi = b0 + b1xi- yi. А функция ошибки - сумма квадратов ошибок:
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Чтобы минимизировать функцию ошибки, надо взять ее частные производные по b0  и  b1 и приравнять их к нулю:
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В результате решения этой системы из двух уравнений, получаем требуемые значения b0  и  b1. Соотношения для вычисления b0  и  b1 требуют минимального объема памяти для обработки результатов моделирования. Обычно мерой ошибки регрессионной модели служит среднеквадратичное отклонение 
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Рисунок 7.2 – Распределение ошибок для нормально распределенных процессов

Для нормально распределенных процессов приблизительно 67% точек находится в пределах одного отклонения σe от линии регрессии и 95% точек - пределах 2σe (трубки A и В соответственно на рисунке 7.2). Для проверки точности оценок b0  и  b1 регрессионной модели могут быть использованы, например, критерии Фишера и Стьюдента. Аналогично могут быть оценены коэффициенты уравнения регрессии и для случая нелинейной аппроксимации.

3. Получив регрессионную модель, необходимо ее проанализи-ровать. Анализ уравнения регрессии осуществляется в три этапа:

1. Устанавливается, в какой мере каждый из факторов влияет на отклик. Величины коэффициентов регрессии (т.е. их числовые значения) отражают количественную меру этого влияния. Чем больше коэффициент, тем сильнее влияние фактора. Характер влияния факторов определяется знаком коэффициента. При знаке "+" с ростом фактора растет значение отклика, при знаке "-" с ростом фактора значение отклика уменьшается.

2. Совокупность факторов располагается в ряд по силе их влияния на отклик. Факторы, у которых коэффициенты незначимы, не интерпретируются.

3. Производится оценка эффектов взаимодействия. Здесь необ-ходимо учитывать следующие правила:


Если эффект взаимодействия имеет знак "+", то для увеличения отклика необходимо одновременно увеличивать или уменьшать значения факторов. Для уменьшения отклика факторы должны изменяться одновременно в разных направлениях.

Если эффект взаимодействия имеет знак "-", то для увеличения отклика факторы должны одновременно изменяться в разных направлениях, для уменьшения отклика факторы должны одновременно либо уменьшаться, либо увеличиваться.

При выборе вариантов нужно учесть знаки линейных эффектов факторов. Если необходимо увеличить значение отклика и эффект взаимодействия имеет положительный коэффициент, а соответствую-щие линейные эффекты "-", то фактор необходимо одновременно уменьшить. Если же линейные эффекты имеют положительные знаки, то необходимо увеличить численное значение и жертвовать маленьким эффектом.

В дополнение к регрессионному анализу может быть проведен анализ остатков по формуле 

di=yi-ŷi  .

С помощью анализа остатков можно также проверить адекватность регрессионной модели. Возможны следующие случаи: остатки дают горизонтальную полосу с центром на оси абсцисс (рисунок 7.3); остатки дают расходящуюся полосу с центром на оси абсцисс (рисунок 7.4); линейный тренд (рисунок 7.5); нелинейная полоса (рисунок 7.6).

1)         di
                                               Y
Рисунок 7.3 – Остатки di составляют горизонтальную полосу

2)          di
                                              Y


3)

             di
                                             Y

4)

            di
                                            Y

Кроме того, с помощью анализа остатков можно проверить нормальность и случайность ошибки. Нормальность проверяется с помощью критерия согласия, а случайность – с помощью графика.

Гипотезу о случайности можно отвергнуть, если выявлена зависимость. Зависимость может иметь циклический или линейный характер. 

Вопросы для самоконтроля:

1. Что характеризует коэффициент корреляции.

2. Какое значение коэффициента означает зависимость перемен-ной.

3. На основании чего выводятся формулы коэффициентов ре-грессионной зависимости.

4. Какова функция ошибок при регрессионном анализе.

5. Что показывает анализ остатков.

6. Что понимается под незначительными переменными при ана-лизе регрессионной зависимости.

7.5. Методы анализа связей между переменными. Однофакторный дисперсионный анализ

1. Понятие дисперсионного анализа.

2. Однофакторный дисперсионный анализ.

3. Таблица для проведения однофакторного дисперсионного анализа.

1. Дисперсионный анализ – это аппарат для сравнения средних значений из k выборок. Выборки определяются различными уровнями фактора, положенного в основу классификации.

Общая задача дисперсионного анализа включает несколько факторов, каждый из которых имеет несколько уровней. В основе каждой задачи лежит план эксперимента и модель дисперсионного анализа.

Модель дисперсионного анализа – это математическое соотношение, представляющее каждую переменную в виде суммы эффекта от каждого фактора и среднего значения выборки.

Возникающие статистические задачи связаны с оценкой этих эффектов и проверкой статистических гипотез о ней.

2. Однофакторный дисперсионный анализ. Пусть имеется I выборок. Среднее значение выборки будем обозначать μi, объем каждой выборки Ji. Предполагаем, что все выборки нормально распределены с одинаковой дисперсией, тогда yij= μi +eij, i=1,I; j=1,Ji, где  yij – это j-е наблюдение i-й выборки. Если определять среднее для всех выборок
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то можно определить главный эффект выборки αi=μi-μ и определить yij как сумму генерального среднего, главного эффекта выборки и ошибки eij yij=μ+αi+eij. 

Эта модель используется при планировании эксперимента с одним фактором. Здесь каждая выборка соответствует некоторому уровню данного фактора. Фактор может интерпретироваться по модели 1 и модели 2. 

Фактор соответствует модели 1, если нас интересуют выборки, соответствующие конкретным уровням данного фактора.

Такая модель называется моделью дисперсионного анализа с фиксированными эффектами, а фактор называется фиксированным фактором. 

Здесь проверяется гипотеза, что μ1 = μ2 =…= μI =0 или α1 = α2=…= αI =0 (рисунок 7.7).


                               α1
                                                                      α2
                μ1                               μ2                                 μ3  

Рисунок 7.7 – Главные эффекты и выборочные средние для модели дисперсионного анализа с фиксированными эффектами

3. Для удобства проверки составляется таблица дисперсионного анализа.

Таблица 7.2 ( Таблица однофакторного дисперсионного анализа 

	Источник дисперсии
	Сумма квадратов
	Степени свободы
	Средний квадрат
	F-отно-шение

	1. Дисперсия между группами
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	2. Внутри группы
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	3. Полная дисперсия по всем выборкам
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Полученное значение F-отношения оценивается по критерию Фишера.

Фактор относится к модели 2, если выборки, соответствующие различным уровням фактора выбираются случайно из большого числа выборок. Поэтому при повторении эксперимента мы будем иметь дело с различными уровнями фактора. 

Эта модель называется однофакторной моделью дисперсион-ного анализа со случайными эффектами, а фактор называется случай-ным фактором.
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Рисунок 7.7-а – Главные эффекты и выборочные средние для модели дисперсионного анализа со случайными эффектами

В этом случае проверяется гипотеза, что σa=0 (рисунок 7.7-а). Для проверки гипотезы можно воспользоваться тем же F-отношением из таблицы 7.2, а в качестве оценки взять:
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Вопросы для самоконтроля:

1. Что такое модель дисперсионного анализа.

2. Какова цель проведения дисперсионного анализа.

3. Как определяется главный эффект выборки.

4. Какие модели интерпретации фактора используются в одно-факторном дисперсионном анализе.

5. Какие гипотезы проверяются при однофакторном диспер-сионном анализе.

7.6. Методы анализа связей между переменными. Двухфакторный дисперсионный анализ

1. Виды взаимодействия факторов.

2. Модель двухфакторного дисперсионного анализа для фикси-рованных факторов.

3. Модель двухфакторного дисперсионного анализа для случай-ных факторов.

1. Между факторами возможны 2 типа отношений – пересечения и группировка.

Два фактора называются пересекающимися, если в плане пред-ставлены все возможные сочетания всех уровней факторов.

Фактор А группирует фактор В, если каждый уровень фактора В встречается в паре не более чем с одним уровнем фактора А. Обозначается В(А): здесь фактор А называется группирующим, а фактор В – сгруппированным.

Пусть А имеет I уровней, В – J уровней и все комбинации уровней повторяются k раз.

2. Для пересекающихся факторов возможны следующие планы:

Двухсторонний план с фиксированными эффектами.

Для этого плана  yijk=μ+αi+βj+(αβ)ij+eijk ,

где  μ  - генеральное среднее;

       αi - главный эффект фактора А;

   
βj - главный эффект фактора В;

(αβ)ij - двухфакторное взаимодействие i-го уровня фактора А и 
j-го уровня фактора В.

        Модель, в которой (αβ)ij =0, называется аддитивной.

        Пусть  
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Тогда соответствующая таблица дисперсионного анализа будет иметь вид.

Таблица 7.3 ( Таблица двухфакторного дисперсионного анализа (k>1)

	Источник дисперсии
	Сумма квадратов
	Степень свободы
	Средний квадрат

	Фактор А
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	Фактор В
	
[image: image449.wmf]2

)

(

å

-

=

j

j

B

JK

S

m

m


	
[image: image450.wmf]1

-

=

J

V

B


	
[image: image451.wmf]B

B

B

V

S

MS

=



	Взаимодействие А и В
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	Остаток
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Для таких планов с помощью F-критерия можно проверить гипотезы


H0:  (αβ)ij =0, 
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H0:  αi =0, 
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H0:  βj =0, 
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Сначала проверяется гипотеза об отсутствии эффекта взаимодействия. Если окажется, что взаимодействие незначительно отличается от нуля, то дальше можно объединить S и SAB; V0=V+VAB; 
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3. Двухфакторный план со случайными эффектами.

Таблица дисперсионного анализа соответствует таблице 7.3. Проверяются следующие гипотезы:

H0:  σab2=0, 
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H0:  σa2=0, 
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H0: σb2=0, 
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Неповторяемый двухсторонний план, то есть для каждой комби-нации уровней y наблюдается один раз.

Таблица 7.4 ( Таблица двухфакторного дисперсионного анализа (k=1)

	Источник дисперсии
	Сумма квадратов
	Степень свободы
	Средний квадрат

	Фактор А
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	Фактор В
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	Остаток
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	Полная дисперсия
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Здесь проверяются следующие гипотезы

	Модель 1   H0:  αi =0, 
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Модель 2   H0:  σa2=0
	H0:  βj =0, 
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H0: σb2=0
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Смешанная модель.

Один фактор соответствует модели I, второй фактор соответствует модели 2.

Для случая, когда k=1 таблица дисперсионного анализа соответствует таблице 7.4, а гипотезы:

H0:  αi =0, 
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H0: σb2=0, 
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Для случая повторяемого плана (k>1), таблица дисперсионного анализа соответствует таблице 7.3, а гипотезы:

H0:  σab2=0, 
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H0:  αi =0, 
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Вопросы для самоконтроля:

1. Какие отношения возможны между факторами.

2. Что является источниками дисперсии.

3. Что такое план с рандомизированными блоками .

4. Какие гипотезы проверяются для плана с рандомизирован-ными блокоми.
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На нижем уровне Е=локальная сеть + пользователи ПК
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Упрощение модели �(при движе-нии на верхний уровень)
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используются, если необходимо получить доступ к параметрам текущего обслужива-ющего устройства, или текущего обслужи-ваемого транзакта, причем Dtype и Ttype – это имена переопределенных структур, а ptr1 и ptr2 указатели на параметры.





может содержать описание локальных пе-ременных, операторы языка Си, библиотеч-ные функции Си, функции моделирования MICIC и функции разработчика.
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≈ 67% точек





≈95%
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Указывает на адекватность модели.





Указывает на отсутствие постоянства дисперсии, следовательно, необходимо преобразование Y.





Рисунок 7.4 – Остатки составляют расходящуюся полосу





Линейный тренд дает основание для введения в модель дополнительной независимой переменной.





Рисунок 7.5 – Остатки составляют линейный тренд





Указывает, что в модель должен быть добавлен линейный или квадратичный член.





Рисунок 7.6 – Остатки составляют нелинейную полосу
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